
Ñiìíàäöÿòèé Êè¨âñüêèé ìàòåìàòè÷íèé �åñòèâàëü

Âîëîäèìèð Áðàéìàí

1

òà Îëåêñié �óäåíêî

2

Ç 5 ïî 8 òðàâíÿ öüîãî ðîêó âiäáóâñÿ òðàäèöiéíèé Êè¨âñüêèé ìiæíàðîäíèé ìàòåìà-

òè÷íèé �åñòèâàëü äëÿ êîìàíä 8�10 êëàñiâ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì

ìàòåìàòèêè òà ïðèðîäíè÷èõ íàóê. Ôåñòèâàëü ïðîâîäèòüñÿ ïî÷èíàþ÷è ç 2002 ðîêó ç

iíiöiàòèâè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, �içèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó ÍÒÓÓ

�ÊÏI�, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171 �Ëiäåð� òà çà ïiäòðèìêè Ïå÷åðñüêî¨ ðàéîííî¨

äåðæàâíî¨ àäìiíiñòðàöi¨ i �îëîâíîãî óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè ì. Êè¹âà. Ó÷àñíèêè

�åñòèâàëþ ïðîæèâàëè ó ñòóäåíòñüêîìó âiéñüêîâî-ñïîðòèâíîìó òàáîði �Ñîñíîâèé� ó

ìiñòi Óêðà¨íêà.

Öüîãî ðîêó ó �åñòèâàëi âçÿëè ó÷àñòü êîìàíäè Õàðêiâñüêîãî �içèêî-ìàòåìàòè÷-

íîãî ëiöåþ �27, ÍÂÊ � 45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ� (ì. Õàðêiâ), Äíiïðîïåòðîâñüêîãî

îáëàñíîãî ëiöåþ-iíòåðíàòó �içèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ïðî�iëþ (ì. Äíiïðî), Ëüâiâñüêîãî

�içèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, �içèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ãiìíàçi¨ � 17 (ì. Âiííèöÿ), �içèêî-

ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè � 42 iì. àêàäåìiêà I. Âåêóà (ì. Òáiëiñi, �ðóçiÿ), êè¨âñüêi êîìàí-

äè Óêðà¨íñüêîãî �içèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, �óñàíiâñüêîãî ëiöåþ, ëiöåþ �Íàóêîâà

çìiíà�, ãiìíàçi¨ � 34 �Ëèáiäü� iì. Â. Ìàêñèìåíêà, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171

�Ëiäåð�, à òàêîæ çáiðíà ëiöåþ � 208, Íîâîïå÷åðñüêî¨ øêîëè i ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî

ëiöåþ � 145 (âñi � ì. Êè¨â).

Îñîáëèâiñòþ �åñòèâàëþ ¹ íàñè÷åíà ìàòåìàòè÷íà � i íå òiëüêè � ïðîãðàìà: óñíà òà

ïèñüìîâà ìàòåìàòè÷íi îëiìïiàäè, �Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ�, �Ìàòåìàòè÷íà êàðóñåëü�,

ëåêöi¨ íàóêîâöiâ, îñîáèñòi òà êîìàíäíi êîíêóðñè ç �içèêè, çìàãàííÿ �Ùî? Äå? Êîëè?�,

åêñêóðñi¨ ïî ìiñòó òîùî.

Ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi ðåçóëüòàòè òà ìàòåðiàëè çìàãàíü �åñòèâàëþ.

Ïåðåìîæöi ïèñüìîâî¨ îëiìïiàäè

8 êëàñ

I ìiñöå: Iãîð Ïèëà¹â (ÕÔÌË �27, 7 êëàñ), Iëëÿ Øêiðêî (ÕÔÌË �27), Ñâÿòîñëàâ

Ëóøíåé (ËÔÌË).

II ìiñöå:Ìàðãàðèòà Áàêëàí (�Ëiäåð�), Äàíèëî Âîëîáó¹â (�Ëiäåð�), �îêñîëàíà Iâàí-

÷óê (�Íàóêîâà çìiíà�, 7 êëàñ), ßíà Êîëîäà÷ (�Ëiäåð�), Çàõàð Íàóìåöü (�Ëiäåð�), Àðòåì

Ñäîáíîâ (ÕÔÌË �27), Àðòåì Óðàçîâñüêèé (ÕÔÌË �27), Ìàðêî Ëó÷êà (�Ëiäåð�).

III ìiñöå: Åëiíà Ñîñêiíà (�Ëiäåð�), Þëiÿ Òàòàðiíîâà (ÕÔÌË �27, 7 êëàñ), Àí-

äðié Êðàâåöü (�Ëiäåð�, 7 êëàñ), Êîñòÿíòèí Øåì÷óê (�Ëiäåð�, 7 êëàñ), Äèíü Ëàï Íàì

Âó (ÕÔÌË �27), Ñâÿòîñëàâ Äåíèñêîâ (ÕÔÌË �27, 7 êëàñ), Êëèìåíòié Çîëîòàðüîâ

(ÕÔÌË �27), Iãîð Íiêîëà¹â (�Íàóêîâà çìiíà�, 7 êëàñ), Ïðîõîð Øëÿõòóí (�óñàíiâ-

ñüêèé ëiöåé), Âiòàëié �îëîïîëîñîâ (ËÔÌË), Äìèòðî �åëàøâiëi (ÔÌØ � 42, Òáiëiñi,

�ðóçiÿ), Ñåìåí Àíäði¹öü (�Ëiäåð�, 7 êëàñ), Àíàñòàñiÿ Îëåêñi¹íêî (�Ëiäåð�), Îëåêñàíäð

Øåñòîïàëîâ (�óñàíiâñüêèé ëiöåé), Äàíèëî Íåâìåðæèöüêèé (ËÔÌË).

1

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé �àêóëüòåò ÊÍÓ iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

2

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

1



9 êëàñ

I ìiñöå: ßðîñëàâ �îìàíóñ (ËÔÌË), Äìèòðî �óäåíêî (�Ëiäåð�), Ìàðê Õàñií (�ó-

ñàíiâñüêèé ëiöåé).

II ìiñöå: �îìàí Êîñòåíêî (ÄÎËIÔÌÏ), �ëiá Ñîëîäæóê (ËÔÌË), Àíäðié Öèíöåóñ

(�Ëiäåð�).

III ìiñöå:Îëåêñàíäð Äçþíÿê (ÔÌ�� 17, Âiííèöÿ), Àíàñòàñiÿ �ðèíüîâà (�Ëiäåð�),

Îëüãà Æóð (ÓÔÌË), Îëåíà Ëiííèê (À� � 45, Õàðêiâ), �îñòèñëàâ Ëÿïêií (�óñàíiâ-

ñüêèé ëiöåé), Íàçàð Íåñòåðóê (ÔÌ� � 17, Âiííèöÿ), Ìàêñèì Îáîçíèé (À� � 45,

Õàðêiâ), Ìèõàéëî Øòàíäåíêî (�Ëiäåð�), Àëüîíà Äåðå÷åé (�Ëiäåð�), Àíòîí Âàõiòîâ

(�Íàóêîâà çìiíà�), Âîëîäèìèð Òî÷îíèé (�óñàíiâñüêèé ëiöåé).

10 êëàñ

I ìiñöå: Âëàäà Ïåòðóñåíêî (Íîâîïå÷åðñüêà øêîëà).

II ìiñöå: Êîñòÿíòèí Ëóöåíêî (ÓÔÌË), Ìàêñèì Ïðîöèê (ËÔÌË), Ìèõàéëî Öèñií

(�Ëiäåð�), Âëàäèñëàâ Øàøêîâ (�Ëiäåð�).

III ìiñöå:Þð-Ëþáîìèñë Äåõòÿð (�Íàóêîâà çìiíà�), �ãîð Ïàí÷åíêî (�Íàóêîâà çìi-

íà�), Îëåñÿ Áiëèê (ÏÍË � 145), Áîãäàí-ßðåìà Äåõòÿð (�Íàóêîâà çìiíà�), Îëåíà Êè-

ñëåíêî (ëiöåé � 208), Íàçàð Ëàâðåíòþê (ÔÌ�� 17, Âiííèöÿ), Àíòîí Ìîñêàëüêîâ (�Ëi-

äåð�), Àíàñòàñiÿ �óäåíêî (�Ëiäåð�), Ìèõàéëî Òàäëÿ (ÓÔÌË), Ëiÿ Äóëãåð (ËÔÌË).

Óìîâè çàäà÷

Îëiìïiàäà

8 êëàñ

1. Íàçâåìî çàìêîì êâàäðàò 2× 2, îäíó ç êëiòèíîê ÿêîãî çàéìà¹ âåæà. ßêó íàéáiëüøó
êiëüêiñòü çàìêiâ ìîæíà ðîçòàøóâàòè íà äîøöi 7× 7 òàê, àáè çàìêè íå ìàëè ñïiëüíèõ
êëiòèíîê òà âñi âåæi çíàõîäèëèñü íà äiàãîíàëÿõ äîøêè?

2. Íåõàé M � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí AD òà BE ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC
(∠C = 90◦). Âiäîìî, ùî îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ AEM òà CDM äîòèêàþòüñÿ. Çíàéòè

êóò ∠BMC.
3. Êîëî ïîäiëåíî 2018 òî÷êàìè íà ðiâíi ÷àñòèíè. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi çàêðåñëþþòü

öi òî÷êè. Ïðîãðà¹ ãðàâåöü, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî ìîæíà ïðîâåñòè äiàìåòð êîëà òàê, ùî

ïî îäíó ñòîðîíó âiä íüîãî íåìà¹ íåçàêðåñëåíèõ òî÷îê. Õòî ç ãðàâöiâ ìà¹ âèãðàøíó

ñòðàòåãiþ?

4. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ íàéáiëüøèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà n2+3
äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ïðîñòîìó äiëüíèêó ÷èñëà n4 + 6.
5. Íà ñòîëi âèêëàäåíi ó ðÿä n (n ≥ 10) êàðòîê ç íîìåðàìè 1, 2, . . . , n ÷èñëàìè âíèç

òàê, ùî ÷èñëà íà áóäü-ÿêèõ ñóñiäíiõ êàðòêàõ âiäðiçíÿþòüñÿ ïðèíàéìíi íà 5. ×è çàâ-

æäè äîñòàòíüî ïåðåâåðíóòè ùîíàéáiëüøå n− 5 êàðòîê, àáè äiçíàòèñü, íà ÿêié êàðòöi
çàïèñàíî íîìåð n? (Êàðòêó ç ÷èñëîì n ïåðåâåðòàòè íå îáîâ'ÿçêîâî.)

9 êëàñ

1. Äèâ. çàäà÷ó 8.1.
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2. Íåõàé M � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí AD òà BE ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC
(∠C = 90◦), ω1 òà ω2 � îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ AEM òà CDM. Âiäîìî, ùî êîëà ω1

òà ω2 äîòèêàþòüñÿ. Çíàéòè âiäíîøåííÿ, â ÿêîìó êîëî ω1 äiëèòü AB.
3. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ≥ 0 äîâåñòè, ùî (x+ 1)2 + (y − 1)2 ≥ 2

√
2xy.

4. ×è iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà a òà b, ùî êîæíå ç ÷èñåë 2a+3b, 3a+5b òà 5a+2b

äiëèòüñÿ íà 29?
5. Êîëî ïîäiëåíî 2019 òî÷êàìè íà ðiâíi ÷àñòèíè. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi çàêðåñëþþòü

öi òî÷êè. Ïðîãðà¹ ãðàâåöü, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî ìîæíà ïðîâåñòè äiàìåòð êîëà òàê, ùî

ïî îäíó ñòîðîíó âiä íüîãî íåìà¹ íåçàêðåñëåíèõ òî÷îê. Õòî ç ãðàâöiâ ìà¹ âèãðàøíó

ñòðàòåãiþ?

10 êëàñ

1. Äèâ. çàäà÷ó 8.1.

2. Íåõàé M � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí AD òà BE ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC
(∠C = 90◦), ω1 òà ω2 � îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ AEM òà CDM. Âiäîìî, ùî êîëà ω1

òà ω2 äîòèêàþòüñÿ. Çíàéòè âiäíîøåííÿ, â ÿêîìó êîëî ω2 äiëèòü AC.
3. Äèâ. çàäà÷ó 9.4.

4. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ≥ 0 äîâåñòè, ùî (x+ 1)2 + (y − 1)2 ≥ 8y
√
xy

3
√
3
.

5. Êîëî ïîäiëåíî 2019 òî÷êàìè íà ðiâíi ÷àñòèíè. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi çàêðåñëþþòü öi
òî÷êè. Âèãðà¹ ãðàâåöü, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî ìîæíà ïðîâåñòè äiàìåòð êîëà òàê, ùî ïî îäíó

ñòîðîíó âiä íüîãî íåìà¹ íåçàêðåñëåíèõ òî÷îê. Õòî ç ãðàâöiâ ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ?

Àâòîðè çàäà÷: Â. Áðàéìàí (8.1=9.1=10.1, 8.2∼9.2∼10.2, 8.4, 9.4=10.3), Î. �óäåíêî
(8.5, 9.3∼10.4), Â. Ôîìi÷üîâ (8.3∼9.5), Â. Ôîìi÷üîâ òà Î. �óäåíêî (10.5).

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà (10 êëàñ)

1. Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi n ≥ 2, äëÿ ÿêèõ P (n) +
[√

n
]

= P (n + 1) +
[√

n + 1
]

, äå
P (x) � íàéáiëüøèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà x, à [x] � íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå

ïåðåâèùó¹ x.
2.Øàõîâèé êiíü óøêîäèâ íîãó i êóëüãà¹. Âií ðî-

áèòü ïî ÷åðçi íîðìàëüíi õîäè òà êîðîòêi õîäè,

ïiä ÷àñ ÿêèõ ðóõà¹òüñÿ ïî äiàãîíàëi â ñóñiäíþ

êëiòèíêó (ðèñ. 1). Êóëüãàâèé êiíü ðóõà¹òüñÿ ïî

êëiòèíêàõ äîøêè 5× 6, ïî÷èíàþ÷è ç íîðìàëüíî-
ãî õîäó. ßêó íàéáiëüøó êiëüêiñòü õîäiâ âií ìîæå

çðîáèòè, ÿêùî âií ïî÷èíà¹ ç äîâiëüíî¨ êëiòèíêè

çà ñâî¨ì âèáîðîì òà íå çàõîäèòü ó æîäíó êëiòèí-

êó áiëüøå îäíîãî ðàçó?

�èñ. 1.

3. Âèñîòè AD, BE òà CF ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi H.
Äîâåäiòü, ùî

AB · AC +BC · BA + CA · CB

AH ·AD +BH · BE + CH · CF
≤ 2.
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4. Äîáóòîê äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an äîðiâíþ¹ 1. Äîâåäiòü, ùî

a1
1 + a1

+
a2

(1 + a1)(1 + a2)
+

a3
(1 + a1)(1 + a2)(1 + a3)

+ . . .+

+
an

(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an)
≥ 2n − 1

2n
.

5. Íåõàé ó òàáëèöi m × n êîæíà êëiòèíêà ïî�àðáîâàíà ó áiëèé

àáî ÷îðíèé êîëið. Íàçèâàòèìåìî ÷îðíó êëiòèíêó îñîáëèâîþ, ÿêùî

çëiâà âiä íå¨ â ¨¨ ðÿäêó i âèùå çà íå¨ â ¨¨ ñòîâï÷èêó ¹ áiëi êëiòèíêè.

Çíàéäiòü êiëüêiñòü òàáëèöü 2×n, ÿêi íå ìiñòÿòü îñîáëèâèõ ÷îðíèõ
êëiòèíîê. (Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî òàáëèöþ 4 × 5, ÿêà íå ìiñòèòü

îñîáëèâèõ ÷îðíèõ êëiòèíîê.)

�èñ. 2.

6. Íåõàé �óíêöiÿ f : N → N òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n êiëüêiñòü íàòóðàëü-
íèõ äiëüíèêiâ n äîðiâíþ¹ f(f(n)). Íàïðèêëàä, f(f(6)) = 4, f(f(25)) = 3. Äîâåäiòü, ùî
ÿêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî f(p) òàêîæ ïðîñòå.

Óïîðÿäíèê çàâäàíü: I. Ìàðòþøîâà.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ (8-9 êëàñè)

1 òóð

3

1.1. ßêèõ øåñòèöè�ðîâèõ ÷èñåë áiëüøå: òèõ, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó

äâîõ òðèöè�ðîâèõ ÷èñåë, àáî òèõ, ÿêi íå ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi?

1.2. Iç ñåðåäèíè êîæíî¨ ñòîðîíè ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà îïóùåíî ïåðïåíäèêóëÿðè

íà äâi iíøi ñòîðîíè. Äîâåäiòü, ùî ïëîùà îáìåæåíîãî íèìè øåñòèêóòíèêà äîðiâíþ¹

ïîëîâèíi ïëîùi òðèêóòíèêà.

1.3. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

{

[x]|y| = 1010,
x [y] = 2018.

1.4. Çíàéäiòü íàéáiëüøå çíà÷åííÿ k, ïðè ÿêîìó íåðiâíiñòü

1

a3
+

1

b3
+

1

3a2b
+

1

3ab2
≥ k

(a+ b)3

âèêîíó¹òüñÿ ïðè áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ a i b.
2 òóð

2.1. Çíàéäiòü óñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (m;n), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

m2 −mn+ n2 = 7.
2.2. Ç âåðøèíè A êâàäðàòà ABCD ïðîâåäåíî äâà ïðîìåíi, ùî óòâîðþþòü ìiæ ñîáîþ

êóò 45◦. Îäèí ç íèõ ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC ó òî÷öi E, à äiàãîíàëü BD ó òî÷öi P, iíøèé
� ñòîðîíó CD ó òî÷öi F, à äiàãîíàëü BD ó òî÷öi Q. Äîâåäiòü, ùî ïëîùà òðèêóòíèêà
AEF óäâi÷i áiëüøà çà ïëîùó òðèêóòíèêà APQ.
2.3. Êîìïàíiÿ äðóçiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n îñiá, âiäâiäàëà ðàçîì äåêiëüêà òåàòðàëüíèõ

âèñòàâ. Âiäîìî, ùî ó ãëÿäàöüêié çàëi âîíè çàâæäè çàéìàëè n ìiñöü ïîñïiëü â îäíîìó

3

Íà âèêîíàííÿ çàâäàíü êîæíîãî òóðó êîìàíäàì âiäâîäèòüñÿ 25 õâèëèí.
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ðÿäó, à áóäü-ÿêi äâà äðóãà ðiâíî íà îäíié âèñòàâi ñèäiëè ïîðó÷. Äîâåäiòü, ùî n � ïàðíå

÷èñëî.

2.4. ×è iñíóþòü ïîïàðíî ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà x1, x2, . . . , x2019, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíiñòü

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
2018 = x2

2019?

3 òóð

3.1. ×èñëà x i y òàêi, ùî x2 + xy + y2 = x+ y. Çíàéäiòü íàéáiëüøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ
âèðàçó x2 + y2.
3.2. ×è ïðàâäà, ùî ÷èñëî 1 004 041 ¹ ïðîñòèì?

3.3. �ÿä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçáèòèé íà äåêiëüêà àðè�ìåòè÷íèõ ïðîãðåñié. Äîâåäiòü,

ùî õî÷à á ó îäíié iç öèõ ïðîãðåñié ïåðøèé ÷ëåí äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà ¨¨ ðiçíèöþ.

3.4. Òî÷êà H � îðòîöåíòð ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC. Êîëî ç äiàìåòðîì BH
óäðóãå ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC ó òî÷öi K. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà KH
ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíè AC.

Óïîðÿäíèêè çàâäàíü: Â. Ïîëîíñüêèé òà Ì. ßêið.

�îçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè.

Îëiìïiàäà

8.1. Âiäïîâiäü: 8 çàìêiâ.

Óñüîãî íà äiàãîíàëÿõ äîøêè ¹ 13 êëiòèíîê. Ïîêàæåìî, ùî

ïðèíàéìíi ó 5 ç öèõ êëiòèíîê âåæ íåìà¹. Ñïðàâäi, ÿêùî ó

êóòîâié êëiòèíöi äîøêè ñòî¨òü âåæà, òî ¨¨ çàìîê çàéìà¹ äâi

äiàãîíàëüíi êëiòèíêè, à îòæå ó ñóñiäíié ç íåþ ïî äiàãîíàëi

êëiòèíöi âåæi íåìà¹. Àíàëîãi÷íî ÿêùî

ó öåíòðàëüíié êëiòèíöi äîøêè ñòî¨òü

âåæà, òî ó îäíié ç ÷îòèðüîõ ñóñiäíiõ ç

íåþ ïî äiàãîíàëi êëiòèíîê âåæi íåìà¹.

Îòæå, íà äîøöi ìîæå áóòè íå áiëüøå

8 âåæ, òîáòî íå áiëüøå 8 çàìêiâ. Ïðè-

êëàä ðîçòàøóâàííÿ 8 çàìêiâ íàâåäåíî

íà ðèñ. 3.

8.2. Âiäïîâiäü: ∠BMC = 90◦. �èñ. 3. �èñ. 4.

Íåõàé ñïiëüíà äîòè÷íà äî êië ó òî÷öi M ïåðåòèíà¹ AC ó òî÷öi K (ðèñ. 4). Òîäi

∠EMC = ∠EMK + ∠KMC = ∠CAD + ∠ADC = 180◦ − ∠ACD = 90◦, à îòæå i

∠BMC = 180◦ − ∠EMC = 90◦.
8.3. Âiäïîâiäü: äðóãèé ãðàâåöü.

Íåõàé äðóãèé ãðàâåöü çàâæäè çàêðåñëþ¹ òî÷êó, äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíó äî òi¹¨, ÿêó

ùîéíî çàêðåñëèâ ïåðøèé ãðàâåöü. Ïiñëÿ 2014 õîäiâ çàëèøàòüñÿ íåçàêðåñëåíèìè ÷î-

òèðè òî÷êè, ÿêi ¹ êiíöÿìè äâîõ äiàìåòðiâ êîëà, à ãðà ùå íå çàâåðøèòüñÿ, îñêiëüêè

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiàìåòðà êîëà êiíöi áóäü-ÿêîãî iíøîãî äiàìåòðà çíàõîäÿòüñÿ ïî ðiçíi

ñòîðîíè âiä íüîãî. Ïiñëÿ íàñòóïíîãî õîäó ïåðøîãî ãðàâöÿ çàëèøàòüñÿ êiíöi îäíîãî äi-
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àìåòðà i ùå îäíà òî÷êà, òîáòî ïî îäíó ñòîðîíó âiä öüîãî äiàìåòðà òî÷îê íå çàëèøèòüñÿ

òà ïåðøèé ãðàâåöü ïðîãðà¹.

8.4. Âiäïîâiäü: n = 3.
Ñïiëüíèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñåë n2 + 3 òà n4 + 6 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà

n4 + 6− (n2 + 3)(n2 − 3) = 15,

à îòæå äîðiâíþ¹ 3 àáî 5. Àëå ÷èñëî n2 + 3 íå ìîæå äiëèòèñÿ íà 5, òîìó íàéáiëüøèé

ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà n2+3 òà íàéìåíøèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà n4+6 öå 3. Çîêðåìà
n4 +6 íåïàðíå, çâiäêè n íåïàðíå òà n2 +3 ïàðíå. Òàêèì ÷èíîì, n2 +3 = 2i3j , äå i, j �
äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà. ßêùî n = 2k − 1, òî n2 + 3 = 4k2 − 4k + 4 = 4k(k − 1) + 4 äà¹
îñòà÷ó 4 ïðè äiëåííi íà 8. Îòæå, i = 2. Îñêiëüêè n2 + 3 äiëèòüñÿ íà 3, òî n äiëèòüñÿ

íà 3 òà n2 + 3 äà¹ îñòà÷ó 3 ïðè äiëåííi íà 9. Òîìó j = 1, n2 + 3 = 12 òà n = 3.
8.5. Âiäïîâiäü: òàê.

Íàçâåìî 5 êàðòîê ç íîìåðàìè n−4, n−3, n−2, n−1, n îñîáëèâèìè, à iíøi êàðòêè çâè-

÷àéíèìè. Çà óìîâîþ ñïðàâà âiä êîæíî¨ îñîáëèâî¨ êàðòêè (ìîæëèâî, êðiì íàéïðàâiøî¨

êàðòêè ó ðÿäi) ëåæèòü çâè÷àéíà. ßêùî ïðèáðàòè çâè÷àéíi êàðòêè, ÿêi ëåæàòü ñïðàâà

âiä îñîáëèâèõ, òî çàëèøèòüñÿ n− 5 àáî n− 4 êàðòîê. Áóäåìî ïåðåâåðòàòè êàðòêè ïî

îäíié, ðóõàþ÷èñü âçäîâæ ðÿäó çëiâà íàïðàâî. Ïðè öüîìó ÿêùî ïåðåâåðíóòà êàðòêà âè-

ÿâèëàñÿ îñîáëèâîþ, òî íàñòóïíó êàðòêó ïåðåâåðòàòè íå áóäåìî (âîíà òî÷íî çâè÷àéíà).

Êîëè áóäóòü ïåðåâåðíóòi n − 5 êàðòîê, ñåðåä íèõ îïèíÿòüñÿ àáî âñi îñîáëèâi êàðòêè,

àáî âñi îñîáëèâi êàðòêè êðiì îäíi¹¨, ÿêùî íàéïðàâiøà êàðòêà ¹ îñîáëèâîþ. Òîìó ÿêùî

êàðòêó ç ÷èñëîì n íå áóäå ïåðåâåðíóòî, òî âîíà íàéïðàâiøà.

9.2. Âiäïîâiäü: 2 : 1.
Îñêiëüêè êîëà ω1 òà ω2 äîòèêàþòüñÿ, òî ïðè ãîìîòåòi¨ ç

öåíòðîì M òà êîå�iöi¹íòîì −2, ÿêà ïåðåâîäèòü òî÷êó D ó

òî÷êó A, êîëî ω2 ïåðåõîäèòü ó êîëî ω1. Íåõàé F � îáðàç

òî÷êè C ïðè öié ãîìîòåòi¨ (ðèñ. 5). Òîäi AF ‖ CD, à îòæå
AF ⊥ AE, òà AF = 2DC = CB. Òîìó ïðÿìîêóòíi òðèêóò-
íèêè AFC òà CBA ðiâíi. Íåõàé N � òî÷êà ïåðåòèíó êîëà

ω1 ç AB. Òîäi ∠ANM = ∠AFM = ∠ABC. Îòæå,MN ‖ BC
òà AN : NB = AM : MD = 2 : 1.
9.3. Ïîìiòèìî, ùî

(x+ 1)2 + (y − 1)2 = (x− y + 1)2 + 2xy + 1 ≥ 2xy + 1

òà çà íåðiâíiñòþ Êîøi 2xy + 1 ≥ 2
√
2xy. �èñ. 5.

Çàóâàæåííÿ. �iâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî îäíî÷àñíî x− y+1 = 0 òà 2xy = 1, òîáòî
ïðè x =

√
3−1
2

, y =
√
3+1
2

.
9.4. Âiäïîâiäü: íi.

Ïðèïóñòèìî, ùî òàêi ÷èñëà iñíóþòü. Òîäi ÷èñëà 2a òà −3b, 3a òà −5b, 5a òà −2b äà-
þòü îäíàêîâi îñòà÷i ïðè äiëåííi íà 29. Îòæå, ÷èñëà 2a · 3a · 5a = 30a = (29 + 1)a òà
(−3b) · (−5b) · (−2b) = −30b = −(29+1)b òåæ ìàþòü äàâàòè îäíàêîâi îñòà÷i ïðè äiëåííi
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íà 29. Ïðîòå ïåðøå ç öèõ ÷èñåë äà¹ îñòà÷ó 1, à äðóãå � òàêó æ îñòà÷ó, ÿê −1, òîáòî
îñòà÷ó 28, ñóïåðå÷íiñòü.

9.5. Âiäïîâiäü: äðóãèé ãðàâåöü.

Íåõàé äîâæèíà êîëà äîðiâíþ¹ 1. Äiàìåòð, ïî îäíó ñòîðîíó âiä ÿêîãî íåìà¹ íåçàêðå-

ñëåíèõ òî÷îê, çíàéäåòüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äîâæèíà îäíi¹¨ ç äóã, íà ÿêi òî÷êè

ðîçáèâàþòü êîëî, íå ìåíøà çà 0,5. ßêùî íà êîëi çàëèøèëîñÿ õî÷à á ÷îòèðè òî÷êè, òî
çíàéäóòüñÿ äâi ñóñiäíi äóãè ç ñóìîþ äîâæèí, ìåíøîþ çà 0,5 (ñïðàâäi, ñóìà äîâæèí äóã
íå ìîæå äîðiâíþâàòè 0,5, áî ñåðåä òî÷îê íåìà¹ äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ, à ÿêùî

ñóìà äîâæèí áóäü-ÿêèõ äâîõ ñóñiäíiõ äóã áiëüøà çà 0,5, òî ñóìà äîâæèí áóäü-ÿêèõ ÷î-
òèðüîõ ïîñëiäîâíèõ äóã áiëüøà çà 1, ñóïåðå÷íiñòü). Òîìó ãðàâåöü, ÿêèé ðîáèòèìå õiä,

ìîæå çàêðåñëèòè ñïiëüíèé êiíåöü öèõ ñóñiäíiõ äóã i íå ïðîãðàòè öèì õîäîì, îñêiëüêè

ïðè öüîìó õîäi óòâîðþ¹òüñÿ äóãà ç äîâæèíîþ, ìåíøîþ çà

0,5. Îòæå, êîæåí ãðàâåöü ìîæå óíèêàòè ïðîãðàøó äîòè, äî-
êè íà êîëi íå çàëèøàòüñÿ ëèøå òðè òî÷êè. Äàëi ïåðøèé

ãðàâåöü çàêðåñëèòü îäíó ç îñòàííiõ òðüîõ òî÷îê òà ïðîãðà¹.

10.2. Âiäïîâiäü: 3 : 1.
Íåõàé êîëî ω2 âäðóãå ïåðåòèíà¹ AC ó òî÷öi L òà BE ó òî÷öi

P (ðèñ. 6). Ïðè ãîìîòåòi¨ ç öåíòðîì M, ÿêà ïåðåâîäèòü êîëî
ω1 ó êîëî ω2, âiäðiçîê AE ïåðåõîäèòü ó âiäðiçîê DP. Òîìó
DP ‖ AC, çâiäêè DP � ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà ECB,
à îòæå PD = 1

2
EC. Îñêiëüêè LC ⊥ CD òà PD ⊥ CD,

òî âïèñàíèé ÷îòèðèêóòíèê CDPL ¹ ïðÿìîêóòíèêîì. Òàêèì

÷èíîì, LC = PD = 1
2
EC = 1

4
AC, òîáòî AL : LC = 3 : 1.

10.4. Çà íåðiâíiñòþ ìiæ ñåðåäíiìè òà íåðiâíiñòþ Êîøi
�èñ. 6.

√

(x+ 1)2 + (y − 1)2

2
≥ x+ y

2
òà x+ y = x+

y

3
+

y

3
+

y

3
≥ 4 4

√

x · y
3
· y
3
· y
3
= 4

4

√

xy3

27
.

Îòæå,

(x+ 1)2 + (y − 1)2 ≥ 1

2
(x+ y)2 ≥ 1

2
· 16

√

xy3

27
=

8y
√
xy

3
√
3

.

Çàóâàæåííÿ. �iâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî îäíî÷àñíî x + 1 = y − 1 òà x = y

3
, òîáòî

ïðè x = 1, y = 3.
10.5. Âiäïîâiäü: äðóãèé ãðàâåöü.

Ïîêàæåìî, ùî âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ìà¹ äðóãèé ãðàâåöü. Ïðîâåäåìî ÷åðåç êîæíó ç 2019

òî÷îê ðàäióñ êîëà òà ïî�àðáó¹ìî éîãî ó ñèíié êîëið. Òàêîæ ïðîâåäåìî ðàäióñè, ÿêi

äîïîâíþþòü ñèíi ðàäióñè äî äiàìåòðiâ, òà ïî�àðáó¹ìî ¨õ ó ÷åðâîíèé êîëið. Íà ïî÷à-

òêó ãðè 2019 ñèíiõ òà 2019 ÷åðâîíèõ ðàäióñiâ ÷åðãóþòüñÿ. Êîëè òî÷êó çàêðåñëþþòü,

áóäåìî âèäàëÿòè ñèíié òà ÷åðâîíèé ðàäióñè, ÿêi ¨é âiäïîâiäàþòü. ßêùî ïåðåä õîäîì

ïåðøîãî ãðàâöÿ ñèíi òà ÷åðâîíi ðàäióñè ÷åðãóâàëèñÿ, òî ïiñëÿ éîãî õîäó ç'ÿâëÿòüñÿ

ðiâíî äâà ñóñiäíi ÷åðâîíi ðàäióñè òà íàâïðîòè íèõ äâà ñóñiäíi ñèíi ðàäióñè. Òîìó ÿêùî

äðóãèé ãðàâåöü çàêðåñëèòü êiíåöü îäíîãî ç ñóñiäíiõ ñèíiõ ðàäióñiâ, òî ñèíi òà ÷åðâîíi
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ðàäióñè çíîâó ñòàíóòü ÷åðãóâàòèñÿ. Ïiñëÿ 2015 õîäiâ íàñòóïíèé õiä ìàòèìå ðîáèòè

äðóãèé ãðàâåöü, à ãðà ùå íå çàâåðøèòüñÿ. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî äiàìåòðà êîëà ïî

êîæíó ñòîðîíó âiä íüîãî áóäóòü ïðèíàéìíi òðè êîëüîðîâi ðàäióñè, ñåðåä ÿêèõ ¹ ñèíié.

Òîìó ïî îáèäâi ñòîðîíè âiä êîæíîãî äiàìåòðà ¹ íåçàêðåñëåíi òî÷êè. ×îòèðè îñòàííi

íåçàêðåñëåíi òî÷êè ðîçáèâàþòü êîëî íà ÷îòèðè äóãè. Ñåðåä íèõ çíàéäóòüñÿ äâi ñóñiäíi

äóãè ç ñóìîþ äîâæèí, íå ìåíøîþ (íàñïðàâäi, áiëüøîþ) çà ïîëîâèíó äîâæèíè êîëà, áî

iíàêøå ñóìà äîâæèí ÷îòèðüîõ äóã ¹ ìåíøîþ çà äîâæèíó êîëà, ñóïåðå÷íiñòü. Äðóãèé

ãðàâåöü çàêðåñëèòü ñïiëüíèé êiíåöü öèõ äóã òà âèãðà¹.

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà

1. Âiäïîâiäü: n = 3.
×èñëà n òà n + 1 íå ìàþòü ñïiëüíèõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ, òîìó P (n) 6= P (n + 1), à
îòæå

[√
n
]

6=
[√

n+ 1
]

. Çâiäñè n + 1 � òî÷íèé êâàäðàò,

[√
n + 1

]

=
[√

n
]

+ 1 òà

P (n) = P (n + 1) + 1. Àëå P (n) òà P (n + 1) � ïðîñòi ÷èñëà, òîìó îñòàííÿ ðiâíiñòü

ìîæëèâà ëèøå ïðè P (n) = 3 òà P (n+ 1) = 2.
Òàêèì ÷èíîì, n íåïàðíå, n = 3a òà n+1 = 2b, äå a, b ∈ N. Îñêiëüêè n+1 � òî÷íèé

êâàäðàò, òî b ïàðíå. Ïîêëàäåìî b = 2c. Òîäi 3a = 22c − 1 = (2c − 1)(2c + 1). ×èñëà
2c − 1 òà 2c + 1 íå ìîæóòü îäíî÷àñíî äiëèòèñÿ íà 3, òîìó 2c − 1 = 1, c = 1 òà n = 3.
Çàëèøà¹òüñÿ çðîáèòè ïåðåâiðêó.

2. Âiäïîâiäü: 25 õîäiâ.

Ïî�àðáó¹ìî äðóãèé i ÷åòâåðòèé ðÿäêè äîøêè. Êîæåí êîðîòêèé õiä êîíÿ ç'¹äíó¹ ïî-

�àðáîâàíó òà íåïî�àðáîâàíó êëiòèíêè, ïðè÷îìó ïî�àðáîâàíi êëiòèíêè äëÿ ðiçíèõ

êîðîòêèõ õîäiâ ¹ ðiçíèìè. Òîìó êîðîòêèõ õîäiâ ìîæå áóòè ùîíàéáiëüøå 12, îñêiëüêè

íà äîøöi ¹ 12 ïî�àðáîâàíèõ êëiòèíîê. Îñêiëüêè íîðìàëüíi òà êîðîòêi õîäè ÷åðãó-

þòüñÿ, êiíü ìîæå çðîáèòè íå áiëüøå 13 íîðìàëüíèõ õîäiâ, à âñüîãî � íå áiëüøå 25

õîäiâ. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà çðîáèòè 25 õîäiâ

(çîáðàæåíî ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ êîíÿ òà éîãî ïîëîæåí-

íÿ ïiñëÿ 1-ãî, 2-ãî, . . . , 25-ãî õîäiâ).

�èñ. 7. �èñ. 8.

3. Ïîçíà÷èìî AB = c, AC = b òà BC = a. Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè ABD òà AHF
ïîäiáíi (ðèñ. 8), òîìó AB/AD = AH/AF, à îòæå AH · AD = AB · AF = c · b cosA.
Çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ 2AH · AD = 2bc cosA = b2 + c2 − a2. Àíàëîãi÷íî äiñòà¹ìî

2BH ·BE = a2 + c2 − b2 òà 2CH · CF = a2 + b2 − c2. Îòæå,

2(AH ·AD +BH · BE + CH · CF ) = (b2 + c2 − a2) + (a2 + c2 − b2) + (a2 + b2 − c2) =

= a2 + b2 + c2 ≥ cb+ ac+ ba = AB · AC +BC ·BA + CA · CB.
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4. Ïîêëàäåìî p0 = 1 òà pk = (1+a1) . . . (1+ak), 1 ≤ k ≤ n. Ïðè êîæíîìó 1 ≤ k ≤ n
ìà¹ìî

ak
(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + ak)

=
ak
pk

=
1 + ak
pk

− 1

pk
=

1

pk−1
− 1

pk
.

Òîìó ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi, ÿêó ñëiä äîâåñòè, äîðiâíþ¹

1

p0
− 1

p1
+

1

p1
− 1

p2
+ . . .+

1

pn−1
− 1

pn
=

1

p0
− 1

pn
= 1− 1

pn
.

À îñêiëüêè pn = (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) ≥ 2
√
a1 · 2

√
a2 · . . . · 2

√
an = 2n, òî

1− 1

pn
≥ 1− 1

2n
=

2n − 1

2n
,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

5. Âiäïîâiäü: 2 · 3n − 2n.
Î÷åâèäíî, ùî æîäíà ÷îðíà êëiòèíêà âåðõíüîãî ðÿäêà íå ìîæå áóòè îñîáëèâîþ, áî íàä

íåþ íåìà¹ áiëî¨ êëiòèíêè. ßêùî âñi êëiòèíêè íèæíüîãî ðÿäêà ¹ ÷îðíèìè, òî ñåðåä íèõ

íåìà¹ îñîáëèâèõ, à êëiòèíêà íàä êîæíîþ ç íèõ ìîæå áóòè áiëîþ àáî ÷îðíîþ. Ó öüîìó

âèïàäêó äiñòà¹ìî 2n òàáëèöü. Íåõàé òåïåð ó íèæíüîìó ðÿäêó áiëà êëiòèíêà âïåðøå

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íà k-ìó çëiâà ìiñöi, äå 1 ≤ k ≤ n. Òîäi ïåðøi k çëiâà êëiòèíîê ó âåðõíüîìó
ðÿäêó ìîæóòü ìàòè áóäü-ÿêi êîëüîðè, à äëÿ êîæíîãî ç n− k íàéïðàâiøèõ ñòîâï÷èêiâ
(ïðè k < n) ìîæëèâi 3 âàðiàíòè ðîç�àðáóâàííÿ (çàáîðîíåíèì ¹ ëèøå âàðiàíò, êîëè

íèæíÿ êëiòèíêà ÷îðíà, à êëiòèíêà íàä íåþ áiëà). Îòæå, äiñòà¹ìî 2k · 3n−k
òàáëèöü, à

çàãàëüíà êiëüêiñòü òàáëèöü áåç îñîáëèâèõ ÷îðíèõ êëiòèíîê äîðiâíþ¹

2n +

n
∑

k=1

2k · 3n−k = 2n + 3n ·
n

∑

k=1

(2/3)k = 2n + 3n · (2/3)
n+1 − 2/3

2/3− 1
= 2 · 3n − 2n.

6. Ïîçíà÷èìî d(n) = f(f(n)) êiëüêiñòü äiëüíèêiâ ÷èñëà n. Çàóâàæèìî, ùî d(2) = 2
òà 2 ≤ d(n) < n äëÿ âñiõ n > 2.

Ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà x ≥ 2, y ≥ 2, äëÿ ÿêèõ f(x) = y. Ñïðàâäi,
îñêiëüêè f(f(6)) = 4 6= f(f(25)) = 3, òî f(6) 6= f(25). Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi

îäíà ç íåðiâíîñòåé f(6) ≥ 2 òà f(25) ≥ 2. �îçãëÿíåìî äåÿêó ïàðó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
a ≥ 2, b ≥ 2, äëÿ ÿêî¨ f(a) = b òà ñóìà a + b ¹ íàéìåíøîþ ìîæëèâîþ. Òîäi d(a) ≥ 2,
d(b) ≥ 2 òà f(d(a)) = f(f(f(a))) = f(f(b)) = d(b). Ïðè öüîìó ÿêùî a > 2 àáî b > 2,
òî d(a) + d(b) < a + b òà äiñòà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç âèáîðîì ÷èñåë a, b. Òàêèì ÷èíîì,

a = b = 2 òà f(2) = 2.
Íåõàé òåïåð p � ïðîñòå ÷èñëî. Òîäi d(f(p)) = f(f(f(p))) = f(d(p)) = f(2) = 2, à

îòæå f(p) � òåæ ïðîñòå ÷èñëî.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ

1.1. Âiäïîâiäü: òèõ, ÿêi íå ìîæíà ïîäàòè ÿê äîáóòîê äâîõ òðèöè�ðîâèõ ÷èñåë.

Iñíó¹ 900 òðèöè�ðîâèõ ÷èñåë (âiä 100 äî 999). Òîìó iñíó¹ 900 êâàäðàòiâ òðèöè�ðîâèõ
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÷èñåë òà 900·899/2 < 9002/2 = 405 000 äîáóòêiâ ðiçíèõ òðèöè�ðîâèõ ÷èñåë. Îòæå, iñíó¹
íå áiëüøå 405 900 øåñòèöè�ðîâèõ ÷èñåë, ÿêi ¹ äîáóòêàìè äâîõ òðèöè�ðîâèõ ÷èñåë. À

âñüîãî øåñòèöè�ðîâèõ ÷èñåë 900 000. Îòæå, áiëüøå ïîëîâèíè ç íèõ íå ìîæíà ïîäàòè

ÿê äîáóòîê äâîõ òðèöè�ðîâèõ.

1.2. Ïîçíà÷èìî A,B,C âåðøèíè äàíîãî òðèêóòíèêà, A1, B1, C1 � ñåðåäèíè éîãî

ñòîðií, A2, B2, C2 � òðè iíøi âåðøèíè øåñòèêóòíèêà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó çàäà÷i, O
� öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC (ðèñ. 9). Çàóâàæèìî, ùî OA1C2B1 � ïà-

ðàëåëîãðàì (ñïðàâäi, îñêiëüêè OA1 ⊥ BC òà B1C2 ⊥ BC, òî OA1 ‖ B1C2, àíàëîãi÷íî
OB1 ‖ A1C2), àíàëîãi÷íî OB1A2C1 òà OC1B2A1 � ïàðàëåëîãðàìè. Ïëîøi ïàðàëåëî-

ãðàìiâ OA1C2B1, OB1A2C1 òà OC1B2A1 âäâi÷i áiëüøi çà ïëîùi òðèêóòíèêiâ OA1B1,
OB1C1 òà OC1A1 âiäïîâiäíî, òîìó ïëîùà øåñòèêóòíèêà A1C2B1A2C1B2 âäâi÷i áiëüøà

çà ïëîùó òðèêóòíèêà A1B1C1, ÿêà äîðiâíþ¹ ÷âåðòi ïëîùi òðèêóòíèêà ABC.

�èñ. 9.

1.3. Âiäïîâiäü: x = 1009/505, y = 1010.
Îñêiëüêè [x]|y| > 0, òî [x] > 0, à îòæå x ≥ [x] ≥ 1. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî y > 0, áî
x[y] > 0. Òîäi

y =
1010

[x]
≥ [y] =

2018

x
>

2018

[x] + 1
,

òîáòî

1010([x] + 1) > 2018[x],

çâiäêè [x] < 1010
1008

< 2. Òàêèì ÷èíîì, [x] = 1. Òîäi y = 1010 òà x = 2018
y

= 1009
505

.

1.4. Âiäïîâiäü: k = 64/3.

Ïðè a = b ìà¹ìî
1

a3
+

1

a3
+

1

3a3
+

1

3a3
≥ k

8a3
, çâiäêè k ≤ 64

3
. Äîâåäåìî, ùî

1

a3
+

1

b3
+

1

3a2b
+

1

3ab2
≥ 64

3(a+ b)3
ïðè âñiõ a, b > 0.

Ñïðàâäi, çà íåðiâíiñòþ Êîøi a + b ≥ 2
√
ab òà

(

1

a3
+

1

b3

)

+
1

3

(

1

a2b
+

1

ab2

)

≥ 2√
a3b3

+
2

3
√
a3b3

=
8

3
(
√
ab
)3 =

64

3
(

2
√
ab
)3 ≥ 64

3(a+ b)3
.
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2.1. Âiäïîâiäü: (3; 1), (3; 2), (1; 3), (2; 3).

×èñëî m ¹ êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ m2 −mn+ n2 − 7 = 0. Äèñêðèìiíàíò öüîãî
ðiâíÿííÿ D = n2 − 4(n2 − 7) = 28− 3n2

¹ âiä'¹ìíèì ïðè âñiõ n ≥ 4. Çàëèøà¹òüñÿ ïðè
n = 1, 2, 3 çíàéòè íàòóðàëüíi êîðåíi êâàäðàòíèõ ðiâíÿíüm2−m−6 = 0, m2−2m−3 = 0,
m2 − 3m+ 2 = 0 âiäïîâiäíî.

2.2. Îñêiëüêè ∠QAE = ∠QBE = 45◦ i òî÷êè A,B
ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä QE, òî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíè-

êà ABEQ ìîæíà îïèñàòè êîëî (ðèñ. 10). Òàêèì ÷èíîì,

∠AQE = 180◦ − ∠ABE = 90◦, òîáòî òðèêóòíèê AQE
� ïðÿìîêóòíèé ðiâíîáåäðåíèé òà AE =

√
2AQ. Àíàëîãi-

÷íî AF =
√
2AP. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òðèêóòíèêè AEF i

APQ ïîäiáíi ç êîå�iöi¹íòîì ïîäiáíîñòi

√
2, à îòæå SAEF =

2SAPQ.
�èñ. 10.

2.3. Çàóâàæèìî, ùî íà êîæíié âèñòàâi êiëüêiñòü ïàð äðóçiâ, ÿêi ñèäÿòü ïîðó÷,

äîðiâíþ¹ n − 1, à óñüîãî ¹

n(n−1)
2

ïàð äðóçiâ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äðóçi âiäâiäàëè

n(n−1)
2

: (n− 1) = n
2
âèñòàâ, à îòæå n ïàðíå.

2.4. Âiäïîâiäü: iñíóþòü.

Íåõàé x1, x2, . . . , x2017 � áóäü-ÿêi ïîïàðíî ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ñåðåä ÿêèõ íåïàðíà

êiëüêiñòü íåïàðíèõ. Ñóìà êâàäðàòiâ öèõ ÷èñåë � äåÿêå íåïàðíå ÷èñëî 2n+ 1. Ïîêëà-
äåìî x2018 = n òà x2019 = n+ 1. Òîäi

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
2017 = 2n+ 1 = (n+ 1)2 − n2 = x2

2019 − x2
2018.

Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî êîæíå ç ÷èñåë x1, x2, . . . , x2017 ìåíøå çà n, îñêiëüêè öi

÷èñëà ìåíøi çà

√
2n+ 1 òà

√
2n+ 1 < n ïðè n > 2.

3.1. Âiäïîâiäü: 1.

Ïîêëàäåìî a = x+y, b = xy. Òîäi óìîâà x2+xy+y2 = x+y íàáóâà¹ âèãëÿäó a2−b = a,
çâiäêè b = a2 − a. Òîìó

x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = a2 − 2b = a2 − 2(a2 − a) = −a2 + 2a = 1− (a− 1)2 ≤ 1.

�iâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ïðè x = 1, y = 0.
3.2. Âiäïîâiäü: íi.

Îñêiëüêè 1 004 041 = 106 + 4 · 103 + 4 · 10 + 1, òî ïðè x = 10 ìà¹ìî

1 004 041 =x6 + 4x3 + 4x+ 1 = (x6 + 1) + 4x(x2 + 1) =

=(x2 + 1)(x4 − x2 + 1) + 4x(x2 + 1) = (x2 + 1)(x4 − x2 + 4x+ 1) = 101 · 9941.

3.3. Íåõàé d1, d2, . . . , dn � ðiçíèöi ïðîãðåñié. Ïðèïóñòèìî, ùî ó êîæíié ç ïðîãðåñié

ïåðøèé ÷ëåí íå äiëèòüñÿ íà ¨¨ ðiçíèöþ. Àëå ÿêùî ïåðøèé ÷ëåí ïðîãðåñi¨ ç ðiçíèöåþ

d íå äiëèòüñÿ íà d, òî âñi ÷ëåíè öi¹¨ ïðîãðåñi¨ íå äiëÿòüñÿ íà d. Òîìó ÷èñëî d1d2 . . . dn
íå ìîæå íàëåæàòè æîäíié ïðîãðåñi¨, ñóïåðå÷íiñòü.
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3.4. Íåõàé ïðÿìà KH âäðóãå ïåðåòèíà¹ îïèñà-

íå êîëî òðèêóòíèêà ABC ó òî÷öi D (ðèñ. 11). Òî-

äi ∠BKD = ∠BKH = 90◦, îòæå BD � äiàìåòð

îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Òîìó CD ⊥ BC,
CA ⊥ BA. Îñêiëüêè òàêîæ AH ⊥ BC òà CH ⊥ BA,
òî CD ‖ AH, AD ‖ CH. Òàêèì ÷èíîì, AHCD ïàðà-

ëåëîãðàì, à ïðÿìà KH, ÿêà ìiñòèòü éîãî äiàãîíàëü

HD, ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó äiàãîíàëi AC.

�èñ. 11.
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