
Øiñòíàäöÿòèé Êè¨âñüêèé ìàòåìàòè÷íèé ôåñòèâàëü
Âîëîäèìèð Áðàéìàí1 òà Îëåêñié Ðóäåíêî2

Ç 6 ïî 9 òðàâíÿ öüîãî ðîêó âiäáóâñÿ òðàäèöiéíèé Êè¨âñüêèé ìiæíàðîäíèé ìàòåìà-
òè÷íèé ôåñòèâàëü äëÿ êîìàíä 8�10 êëàñiâ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì
ìàòåìàòèêè òà ïðèðîäíè÷èõ íàóê. Ôåñòèâàëü ïðîâîäèòüñÿ ïî÷èíàþ÷è ç 2002 ðîêó ç
iíiöiàòèâè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ôiçèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó ÍÒÓÓ
�ÊÏI�, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171 �Ëiäåð� òà çà ïiäòðèìêè Ïå÷åðñüêî¨ ðàéîííî¨
äåðæàâíî¨ àäìiíiñòðàöi¨ i Ãîëîâíîãî óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè ì. Êè¹âà. Ó÷àñíèêè
ôåñòèâàëþ ïðîæèâàëè ó ñòóäåíòñüêîìó âiéñüêîâî-ñïîðòèâíîìó òàáîði �Ñîñíîâèé� ó
ìiñòi Óêðà¨íêà.

Öüîãî ðîêó ó ôåñòèâàëi âçÿëè ó÷àñòü êîìàíäè Õàðêiâñüêîãî ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî
ëiöåþ �27, ÍÂÊ � 45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ� (ì. Õàðêiâ), Ëüâiâñüêîãî ôiçèêî-ìàòåìà-
òè÷íîãî ëiöåþ, ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ãiìíàçi¨ � 17 (ì. Âiííèöÿ), ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨
øêîëè � 42 iì. àêàäåìiêà I. Âåêóà (ì. Òáiëiñi, Ãðóçiÿ), êè¨âñüêi êîìàíäè Óêðà¨íñüêî-
ãî ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, Ðóñàíiâñüêîãî ëiöåþ, ëiöåþ �Íàóêîâà çìiíà�, ãiìíàçi¨
� 34 �Ëèáiäü� iì. Â. Ìàêñèìåíêà, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171 �Ëiäåð�, à òàêîæ
äâi çáiðíi êîìàíäè: ëiöåþ � 208, Íîâîïå÷åðñüêî¨ øêîëè i ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî ëiöåþ
� 145 (âñi � ì. Êè¨â) òà ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî ëiöåþ � 145 (ì. Êè¨â) i øêîëè � 1329
(ì. Ìîñêâà, Ðîñiÿ).

Îñîáëèâiñòþ ôåñòèâàëþ ¹ íàñè÷åíà ìàòåìàòè÷íà � i íå òiëüêè � ïðîãðàìà: óñíà òà
ïèñüìîâà ìàòåìàòè÷íi îëiìïiàäè, �Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ�, �Ìàòåìàòè÷íà êàðóñåëü�,
ëåêöi¨ íàóêîâöiâ, îñîáèñòi òà êîìàíäíi êîíêóðñè ç ôiçèêè, çìàãàííÿ �Ùî? Äå? Êîëè?�,
åêñêóðñi¨ ïî ìiñòó òîùî.

Ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi ðåçóëüòàòè òà ìàòåðiàëè çìàãàíü ôåñòèâàëþ.

Ïåðåìîæöi óñíî¨ îëiìïiàäè (10 êëàñ)

I ìiñöå: Àðñåíié Íiêîëà¹â (ÏÍË � 145), Âîëîäèìèð Ôåäèíÿê (ËÔÌË, 9 êëàñ).

II ìiñöå: Ìèõàéëî Áîíäàðåíêî (�Ëiäåð�), Ìèõàéëî Áiëîêóð (ÏÍË � 145), Ìàòâié
Êàòà¹â (øêîëà � 1329, Ìîñêâà), Îëåã Êîíäðàòåíêî (ÓÔÌË).

III ìiñöå: Äåì'ÿí Áàíàõ (ËÔÌË), Êèðèëî Áàðêàëîâ (ÕÔÌË �27), Ãðèãîðié Íà-
çàðåíêî (ÕÔÌË �27), Ìèêèòà Øàïðàí (ÀÃ �45, Õàðêiâ), Êàòåðèíà ßöêiâ (�Ëiäåð�).

Ïåðåìîæöi ïèñüìîâî¨ îëiìïiàäè

8 êëàñ

I ìiñöå: Þðié Ãëàäêîâ (ÕÔÌË �27).

II ìiñöå: Îëåêñié Ìàñàëiòií (ÕÔÌË �27), Áîãäàí Ãàíãàëî (�Ëiäåð�).

III ìiñöå: Àëiñà Áàêëàí (ÓÔÌË), Àðñåí Äîéíè÷êî (�Ëiäåð�), Îëüãà Æóð (�Ëi-
äåð�), Êëiìåíòié Çîëîòàðüîâ (ÕÔÌË �27), Iëëÿ Ëàçóðåíêî (ÕÔÌË �27), Àíòîí
Ëèñîéâàí (ÀÃ �45, Õàðêiâ), Ìèõàéëî Ïàñi÷íèê (ËÔÌË), Çàõàð Íàóìåöü (�Ëiäåð�,
7 êëàñ), Ìàêñèì Îáîçíèé (ÀÃ �45, Õàðêiâ), Ìèõàéëî Øòàíäåíêî (�Ëiäåð�).

1ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò ÊÍÓ iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà
2Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

1



9 êëàñ

I ìiñöå: Êîñòÿíòèí Ëóöåíêî (ÓÔÌË), Âàäèì Êîâàëü (ÓÔÌË), �ãîð Ïàí÷åíêî
(�Íàóêîâà çìiíà�).

II ìiñöå: Âîëîäèìèð Ôåäèíÿê (ËÔÌË), Îëåñÿ Áiëèê (ÏÍË � 145), Êàòåðèíà
Ãîðîõ (ÏÍË � 145), Êàðèíà Íå÷èïîðóê (ëiöåé � 208), Äìèòðî Òàðàñþê (ÓÔÌË),
Âàëåðié Ôiëiíþê (�Ëiäåð�), Âëàäà Ïåòðóñåíêî (Íîâîïå÷åðñüêà øêîëà), Îëåêñié Ðîæ-
êîâ (ÕÔÌË �27).

III ìiñöå:Þð-Ëþáîìèñë Äåõòÿð (�Íàóêîâà çìiíà�), Îëåíà Êiñëåíêî (ëiöåé � 208),
Àíòîí Ìîñêàëüêîâ (�Ëiäåð�), Ìàêñèì Ïðîöèê (ËÔÌË), Àíàñòàñiÿ Ðóäåíêî (�Ëiäåð�),
Íàòàëiÿ Õîíîí (�Ëiäåð�), Ìèõàéëî Öèñií (�Ëiäåð�), Âëàäèñëàâ Øàøêîâ (�Ëiäåð�), Ìè-
êèòà Îëåêñi¹íêî (�Ëiäåð�), Íiêà Ñàëiÿ (ÔÌØ � 42, Òáiëiñi, Ãðóçiÿ), Ìèõàéëî Øâåöü
(ÔÌÃ � 17, Âiííèöÿ).

10 êëàñ

I ìiñöå: Àðñåíié Íiêîëà¹â (ÏÍË � 145).

II ìiñöå:Ìèõàéëî Áiëîêóð (ÏÍË � 145), Ìàòâié Êàòà¹â (øêîëà � 1329, Ìîñêâà),
Îëåã Êîíäðàòåíêî (ÓÔÌË).

III ìiñöå: Îëåêñié Êîëóïà¹â (ÕÔÌË �27), Âiòàëié Ïàïêà (ËÔÌË), Àðòåì Íiêî-
ëà¹â (ÕÔÌË �27), Ìèõàéëî Áîíäàðåíêî (�Ëiäåð�).

Óìîâè çàäà÷
Îëiìïiàäà

8 êëàñ

1. Äåêiëüêà ãíîìiâ ñòîÿëè ó ðÿä, à ïîòiì ñòàëè ó ðÿä â iíøîìó ïîðÿäêó. ×è ìîæå âè-
ÿâèòèñÿ, ùî ðiâíî ó òðåòèíè ãíîìiâ çàëèøèëèñÿ îáèäâà ñòàði ñóñiäè, à ðiâíî ó òðåòèíè
ãíîìiâ çàëèøèâñÿ ëèøå îäèí ñòàðèé ñóñiä, ÿêùî ãíîìiâ áóëî à) 6; á) 9?
2. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Íà ïðîäîâæåííi AB çà òî÷êó A âiäìiòèëè òî÷êó D òàê, ùî
AD = BC, à íà ïðîäîâæåííi BC çà òî÷êó B âiäìiòèëè òî÷êó E òàê, ùî BE = AC.
Äîâåñòè, ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà DEB ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð âïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà ABC.
3. Êîæíó êëiòèíêó òàáëèöi 7×7 ïîôàðáóâàëè â îäèí ç äåêiëüêîõ êîëüîðiâ. Âiäîìî, ùî
äëÿ ôàðáóâàííÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ ðÿäêiâ âèêîðèñòàëè ðiçíó êiëüêiñòü êîëüîðiâ
òà äëÿ ôàðáóâàííÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ ñòîâï÷èêiâ âèêîðèñòàëè ðiçíó êiëüêiñòü
êîëüîðiâ. Ïðè ÿêié íàéáiëüøié êiëüêîñòi êîëüîðiâ ó òàáëèöi öå ìîæëèâî?
4. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi êëàäóòü äâi àáî òðè ìîíåòè êîæåí ó ñâié êàïåëþõ (äî ïî÷àòêó
ãðè êàïåëþõè ïîðîæíi). Êîæíîãî ðàçó, êîëè îáèäâà ãðàâöi çðîáèëè ïî ï'ÿòü õîäiâ, âîíè
îáìiíþþòüñÿ êàïåëþõàìè. Âèãðà¹ ãðàâåöü, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî â éîãî êàïåëþñi ñòàíå ñòî
àáî áiëüøå ìîíåò. Õòî ç ãðàâöiâ ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ?
5. Çíàéòè âñi ïàðè öiëèõ ÷èñåë (x, y), äëÿ ÿêèõ (x2 + y)(y2 + x) = (x+ 1)(y + 1).

9 êëàñ

1. Äèâ. çàäà÷ó 8.1.
2. Äèâ. çàäà÷ó 8.3.
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3. Íà õîðäi AB êîëà ω âiäìiòèëè òî÷êó C. Íåõàé D � ñåðåäèíà AC, O � öåíòð êîëà ω.
Îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíèêà BOD êîëî âäðóãå ïåðåòèíà¹ êîëî ω ó òî÷öi E òà ïðÿìó
OC ó òî÷öi F. Äîâåñòè, ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà CEF äîòèêà¹òüñÿ äî AB.
4. Ïðî äiéñíi ÷èñëà x, y âiäîìî, ùî x2 ≥ y òà y2 ≥ x. Äîâåñòè, ùî x

y2+1
+ y

x2+1
≤ 1.

5. Äâî¹ ãðàâöiâ ïî ÷åðçi êëàäóòü äâi àáî òðè ìîíåòè êîæåí ó ñâié êàïåëþõ (äî ïî÷à-
òêó ãðè êàïåëþõè ïîðîæíi). Êîæíîãî ðàçó, êîëè äðóãèé ãðàâåöü ïîâòîðèâ õiä ïåðøîãî
ãðàâöÿ, âîíè îáìiíþþòüñÿ êàïåëþõàìè. Âèãðà¹ ãðàâåöü, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî â éîãî êà-
ïåëþñi ñòàíå ñòî àáî áiëüøå ìîíåò. Õòî ç ãðàâöiâ ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ?

10 êëàñ

1. Äåêiëüêà ãíîìiâ ñòîÿëè ó ðÿä, à ïîòiì ñòàëè ó ðÿä â iíøîìó ïîðÿäêó. ×è ìîæå
âèÿâèòèñÿ, ùî ðiâíî ó òðåòèíè ãíîìiâ ç'ÿâèëèñÿ äâî¹ íîâèõ ñóñiäiâ, à ðiâíî ó òðåòèíè
ãíîìiâ ç'ÿâèâñÿ ëèøå îäèí íîâèé ñóñiä, ÿêùî ãíîìiâ áóëî à) 9; á) 12?
2. Äèâ. çàäà÷ó 9.4.
3. Äèâ. çàäà÷ó 9.3.
4. Äèâ. çàäà÷ó 9.5.
5. Íà ïëîùèíi äàíî òðèêóòíèê ABC, óñi âåðøèíè ÿêîãî ìàþòü öiëi êîîðäèíàòè. ×è
îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹ ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíà¹ ïðÿìi AB, BC òà AC ó òðüîõ ðiçíèõ òî÷êàõ ç
öiëèìè êîîðäèíàòàìè?

Àâòîðè çàäà÷: Â. Áðàéìàí (8.1=9.1∼10.1, 8.2, 8.5, 9.3=10.3, 9.4=10.2, 10.5), Î. Ðó-
äåíêî (8.3=9.2, 8.4∼9.5=10.4).

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà (10 êëàñ)

1. Äî øàõîâîãî êëóáó âõîäÿòü ðiâíî 100 øàõiñòiâ. Êîæåí ç íèõ çiãðàâ ðiâíî ç 56
iíøèìè ÷ëåíàìè êëóáó. Âiäîìî, ùî â êëóái ¹ ðiâíî 50 ïåðøîðîçðÿäíèêiâ, ïðè÷îìó âñi
âîíè ãðàëè îäèí ç îäíèì. Äîâåäiòü, ùî âåñü êëóá ìîæíà ïîäiëèòè íà äâi ãðóïè òàê,
ùî â êîæíié ãðóïi êîæíi äâî¹ îñiá ãðàëè ìiæ ñîáîþ.
2. Äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà a, b, c i d çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi a2 + d2− ad = b2 + c2 + bc òà
a2 + b2 = c2 + d2. Çíàéäiòü óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèðàçó ab+cd

ad+bc
.

3. Âåðøèíè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠A = 90◦), âïèñàíîãî â êîëî, äiëÿòü
éîãî íà òðè äóãè. Äî êîæíî¨ ç òðüîõ äóã ïðîâåëè äîòè÷íó òàêèì ÷èíîì, ùî òî÷êà ¨¨
äîòèêó ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà äîòè÷íî¨, ÿêèé âiäòèíà¹òüñÿ ïðÿìèìè AB i AC. Äîâåäiòü,
ùî òðèêóòíèê, âåðøèíè ÿêîãî ¹ îçíà÷åíèìè òî÷êàìè äîòèêó, ¹ ðiâíîñòîðîííiì.
4. Íàçâåìî ÷èñëî A ïiä÷èñëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà B, ÿêùî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi
÷èñëà B äåÿêà êiëüêiñòü ïîñëiäîâíèõ öèôð óòâîðþ¹ ÷èñëî A. (Íàïðèêëàä, ÷èñëà 2,
171 i 7132 ¹ ïiä÷èñëàìè ÷èñëà 56 171 325.) Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî N òàêå,
ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a > N iñíó¹ ïiä÷èñëî ÷èñëà a, ÿêå äiëèòüñÿ íà 2017.
5. Çíàéäiòü óñi ìíîãî÷ëåíè P (x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè òàêi, ùî ìíîãî÷ëåí
(x+ 1)P (x− 1)− (x− 1)P (x) ¹ êîíñòàíòîþ.
6. Ïîñëiäîâíiñòü a1, a2, . . . , an ¹ ïåðåñòàíîâêîþ ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ
n ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî ÷èñëà 0, a1, a1+a2, . . . , a1+a2+ . . .+an âñi äàþòü ðiçíi îñòà÷i
ïðè äiëåííi íà n+ 1?

Óïîðÿäíèê çàâäàíü: I. Ìàðòþøîâà.
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Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ (8-9 êëàñè)
1 òóð3

1.1. Óêàæiòü òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî äîáóòîê óñiõ
éîãî íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ (âêëþ÷àþ÷è 1 i ñàìå ÷è-
ñëî) çàêií÷ó¹òüñÿ ðiâíî 2017 íóëÿìè.
1.2. Ó ÷îòèðèêóòíèêó äîâæèíè âñiõ ñòîðií i äiàãîíàëåé
ìåíøi çà 4 ñì. Äîâåäiòü, ùî öåé ÷îòèðèêóòíèê ìîæíà
ïîìiñòèòè â êðóã ðàäióñà 3 ñì.
1.3. Ïëîùà òðèêóòíèêà ABC äîðiâíþ¹ 1. Ç âåðøèíè
B îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿð BM íà áiñåêòðèñó êóòà C
(äèâ. ðèñ. 1). Çíàéäiòü ïëîùó òðèêóòíèêà AMC. Ðèñ. 1.

1.4. ×è iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü {an}, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 2017 ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ¨¨ ïîñëiäîâíèõ ÷ëåíiâ ak i ak+1 ñóìà a

2
k+a2k+1 ¹ êâàäðàòîì

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?
2 òóð

2.1. Çíàéäiòü âñi íàòóðàëüíi ñòåïåíi ÷èñëà 2 òàêi, ùî ïðè âèêðåñëþâàííi ïåðøî¨ öèôðè
¨õ äåñÿòêîâîãî çàïèñó çíîâó óòâîðþ¹òüñÿ ñòåïiíü ÷èñëà 2.
2.2. Íà ñòîðîíi BC ðîìáà ABCD ïîçíà÷èëè òî÷êó P. Êîëî, îïèñàíå íàâêîëî òðèêó-
òíèêà ABP, ïåðåòèíà¹ ïðÿìó BD ó òî÷öi Q. Êîëî, îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíèêà CPQ,
ïåðåòèíà¹ ïðÿìó BD ó òî÷öi R. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè A, P i R ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.
2.3. Êîëè êîæíå ç n ÷èñåë çáiëüøèëè íà 1, ñóìà ¨õ êâàäðàòiâ íå çìiíèëàñÿ. Ïiñëÿ
òîãî, ÿê îòðèìàíi ÷èñëà çíîâó çáiëüøèëè íà 1, ñóìà ¨õ êâàäðàòiâ çáiëüøèëàñÿ íà 1000.
Çíàéäiòü n.
2.4. Çíàéäiòü âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n > 1 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü x1 + x2 + . . .+ xn = 0, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

xn
1 + xn

2 + . . .+ xn
n = nx1x2 . . . xn.

3 òóð

3.1. Äîâåäiòü, ùî ó áóäü-ÿêîìó îïèñàíîìó íàâêîëî êîëà ìíîãîêóòíèêó çíàéäóòüñÿ
òðè ñòîðîíè, ç ÿêèõ ìîæíà ñêëàñòè òðèêóòíèê.
3.2. Îäíi¹þ îïåðàöi¹þ äî ÷èñëà ìîæíà äîäàòè 9 àáî çàêðåñëèòè â éîãî çàïèñi öèôðó 1.
ßêùî çàêðåñëåíà ïåðøà öèôðà, à çà íåþ éäå äåÿêà êiëüêiñòü íóëiâ, òî öi íóëi òåæ
çàêðåñëþþòüñÿ.

à) ßê, âèêîðèñòîâóþ÷è öi îïåðàöi¨, ç ÷èñëà 2017 îòðèìàòè ÷èñëî 2018?
á) ×è ç áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà îòðèìàòè ÷èñëî n+ 1?

3.3. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë x i y, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

y2 + y +
√

y − x2 − xy ≤ 3xy.

3.4. ×è iñíó¹ òàêà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü {an} íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî n ∈ N ðiâíÿííÿ an+2x

2 + an+1x+ an = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê?

Óïîðÿäíèêè çàâäàíü: Â. Ïîëîíñüêèé òà Ì. ßêið.

3Íà âèêîíàííÿ çàâäàíü êîæíîãî òóðó êîìàíäàì âiäâîäèòüñÿ 25 õâèëèí.
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Ðîçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè.
Îëiìïiàäà

8.1. Âiäïîâiäü: à) òàê; á) íi.
à) Çàíóìåðó¹ìî ãíîìiâ. Óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî ñïî÷àòêó ãíîìè ñòîÿëè
ó ïîðÿäêó 1, 2, 3, 4, 5, 6, à ïîòiì ó ïîðÿäêó 6, 2, 3, 4, 5, 1. á) ßêùî äåÿêi äâî¹ ãíîìiâ
áóëè òà çàëèøèëèñÿ ñóñiäàìè, òî êîæåí ç íèõ ¹ ñòàðèì ñóñiäîì iíøîãî. Òîìó çàãàëüíà
êiëüêiñòü ñòàðèõ ñóñiäiâ óñiõ ãíîìiâ ¹ ïàðíîþ. Àëå ÿêùî ãíîìiâ 9, òî öÿ êiëüêiñòü ìà¹
äîðiâíþâàòè 9, ñóïåðå÷íiñòü.

Çàóâàæåííÿ. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
îïèñàíà â óìîâi çàäà÷i ñèòóàöiÿ äëÿ 3n
ãíîìiâ ìîæëèâà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè n
ïàðíå.

8.2. Íåõàé I � öåíòð âïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà ABC, K òà L � òî÷êè äîòèêó
öüîãî êîëà çi ñòîðîíàìèAB òàBC (ðèñ. 2). Ðèñ. 2.
Òîäi DK = DA + AK = BC + 1

2
(AB + AC − BC) = 1

2
(AB + AC + BC). Àíàëîãi÷íî

EL = 1
2
(AB+AC +BC). Îñêiëüêè DK = EL òà IK = IL, òî ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè

IDK òà IEL ðiâíi. Çâiäñè ∠IDB = ∠IEB, à îòæå òî÷êè D, I,B,E ëåæàòü íà îäíîìó
êîëi.

8.3. Âiäïîâiäü: 22 êîëüîðè.
Ó ðÿäêàõ òàáëèöi ìîæå áóòè âiä 1 äî 7 êîëüîðiâ, òîìó êîæåí ç öèõ âàðiàíòiâ çóñòði-
÷à¹òüñÿ ïî îäíîìó ðàçó. Àíàëîãi÷íî ó ñòîâï÷èêàõ òàáëèöi ïî îäíîìó ðàçó çóñòði÷àþ-
òüñÿ âiä 1 äî 7 êîëüîðiâ. Ðîçãëÿíåìî ðÿäîê, ó ÿêîìó ¹ ëèøå îäèí êîëið. Êîëið öüî-
ãî ðÿäêà çóñòði÷à¹òüñÿ â óñiõ ñòîâï÷èêàõ. Êðiì íüîãî ó ñòîâï÷èêàõ, äå ¹ 1, 2, . . . , 7
êîëüîðiâ, ¹ êëiòèíêè ùå 0, 1, . . . , 6 iíøèõ êîëüîðiâ. Îòæå, ó òàáëèöi íå áiëüøå çà
1 + 0 + 1 + 2 + . . . + 6 = 22 êîëüîðiâ. Ðîçãëÿíåìî òåïåð òàáëèöþ, â ÿêié íà îäíié
äiàãîíàëi òà íàä íåþ âñi êëiòèíêè ïîôàðáîâàíi â îäèí êîëið, à ïiä öi¹þ äiàãîíàëëþ âñi
êëiòèíêè ïîôàðáîâàíi â iíøi êîëüîðè, ùî íå ïîâòîðþþòüñÿ. Öÿ òàáëèöÿ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó òà ìiñòèòü êëiòèíêè 22 êîëüîðiâ.

8.4. Ïîêàæåìî, ùî âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ìà¹ ïåðøèé ãðàâåöü. Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî
ââàæàòè, ùî äî ïî÷àòêó ãðè ïåðøîìó ãðàâöþ íàëåæàâ áiëèé, à äðóãîìó ãðàâöþ �
÷îðíèé êàïåëþõ. Íåõàé ïåðøèé ãðàâåöü çàâæäè êëàäå ó áiëèé êàïåëþõ äâi ìîíåòè,
à ó ÷îðíèé êàïåëþõ � íå òàêó êiëüêiñòü ìîíåò, ÿêó äðóãèé ãðàâåöü ïîêëàâ ó öåé
êàïåëþõ íà ï'ÿòü õîäiâ ðàíiøå. Òîäi ùîðàçó, êîëè îáèäâà ãðàâöi çðîáèëè ïî äåñÿòü
õîäiâ, ó ÷îðíèé êàïåëþõ äîäà¹òüñÿ ðiâíî 25 ìîíåò, à ó áiëèé � íå áiëüøå çà 25 ìîíåò.
Ïiñëÿ òîãî, ÿê ïåðøèé ãðàâåöü çðîáèòü 40 õîäiâ, ó éîãî êàïåëþñi (÷îðíîìó) áóäå ðiâíî
100 ìîíåò, à ó äðóãîãî ãðàâöÿ, ÿêèé âñòèã çðîáèòè ëèøå 39 õîäiâ, ó êàïåëþñi (áiëîìó)
áóäå íå áiëüøå çà 97 ìîíåò. Îòæå, ïåðøèé ãðàâåöü âèãðà¹.

8.5. Âiäïîâiäü: (−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1).
Ïðè x = −1 ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó (1 + y)(y2 − 1) = 0, çâiäêè y = ±1. Àíàëîãi÷íî
ÿêùî y = −1, òî x = ±1. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî x + 1 6= 0 òà y + 1 6= 0. Íåõàé
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d = ÍÑÄ(x+ 1, y + 1). Îñêiëüêè

ÍÑÄ
(
x2 + y, x+ 1

)
= ÍÑÄ

(
x2 + y − (x− 1)(x+ 1), x+ 1

)
= ÍÑÄ

(
y + 1, x+ 1

)
= d,

òî x2 + y äiëèòüñÿ íà d, à öiëi ÷èñëà x2+y
d

òà x+1
d

âçà¹ìíî ïðîñòi. Àíàëîãi÷íî y2 + x

äiëèòüñÿ íà d, à öiëi ÷èñëà y2+x
d

òà y+1
d

âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó ç ðiâíîñòi

x2+y
d
· y2+x

d
= x+1

d
· y+1

d

äiñòà¹ìî, ùî x2+y
d

äiëèòüñÿ íà y+1
d

òà y2+x
d

äiëèòüñÿ íà x+1
d
. Òàêèì ÷èíîì, öÿ ðiâíiñòü

ìîæëèâà ëèøå ó äâîõ âèïàäêàõ: ïðè x2+y
d

= y+1
d

òà y2+x
d

= x+1
d

àáî ïðè x2+y
d

= −y+1
d

òà y2+x
d

= −x+1
d
. Ó ïåðøîìó âèïàäêó x2 = 1 òà y2 = 1, çâiäêè x = ±1 òà y = ±1, à ó

äðóãîìó âèïàäêó x2 + 2y + 1 = 0 òà y2 + 2x + 1 = 0, çâiäêè (x + 1)2 + (y + 1)2 = 1 òà
x = y = −1. Âñi ïàðè ÷èñåë (−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ.

9.3. Îñêiëüêè (ðèñ. 3)

∠EDB = ∠EOB = 2∠EAB

òà ∠EDB = ∠EAB+∠DEA, òî ∠DEA = ∠EAB.
Òàêèì ÷èíîì, òðèêóòíèê DAE ðiâíîáåäðåíèé òà
DE = AD = DC. Òîäi òðèêóòíèêè EDC òà EOB
ðiâíîáåäðåíi ç ðiâíèìè êóòàìè ïðè âåðøèíi, îòæå
êóòè ïðè îñíîâi öèõ òðèêóòíèêiâ òåæ ðiâíi. Òîìó

∠DCE = ∠OBE = ∠OFE,

à îòæå AC � äîòè÷íà äî îïèñàíîãî êîëà òðèêó-
òíèêà CEF. Ðèñ. 3.

9.4. I ñïîñiá. ßêùî x ≤ 0, òî x
y2+1

+ y
x2+1

≤ y
x2+1

≤ x2

x2+1
< 1. Ïðè y ≤ 0 íåðiâíiñòü

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî x, y > 0. Òîäi x4 ≥ y2 ≥ x, çâiäêè
x ≥ 1, òà àíàëîãi÷íî y ≥ 1. Ïîêàæåìî, ùî x

y2+1
≤ x2

x2+y2
. Ñïðàâäi, ïðè x ≥ 1 öÿ

íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà x2 + y2 ≤ x(y2 + 1), òîáòî (x − 1)(y2 − x) ≥ 0. Àíàëîãi÷íî
y

x2+1
≤ y2

x2+y2
, à îòæå x

y2+1
+ y

x2+1
≤ x2

x2+y2
+ y2

x2+y2
= 1.

II ñïîñiá. Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íà (x2+1)(y2+1) > 0 òà äiñòàíåìî
ðiâíîñèëüíó íåðiâíiñòü x2y2+x2+ y2+1−x3−x− y3− y ≥ 0. Çàïèøåìî öþ íåðiâíiñòü
ó âèãëÿäi (x2 − y)(y2 − x) + x2 + y2 + 1− xy − x− y ≥ 0. Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî
(x2 − y)(y2 − x) ≥ 0 òà x2 + y2 + 1− xy − x− y = 1

2

(
(x− y)2 + (x− 1)2 + (y − 1)2

)
≥ 0.

9.5. Ïîêàæåìî, ùî âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ìà¹ ïåðøèé ãðàâåöü. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ïî-
çèöiþ ó ãði ïåðåä õîäîì ïåðøîãî ãðàâöÿ (a, b), äå a, b � êiëüêîñòi ìîíåò ó êàïåëþõàõ
ïåðøîãî òà äðóãîãî ãðàâöiâ âiäïîâiäíî. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ïåðøèé ãðàâåöü ìîæå
äiÿòè òàê, àáè ïåðåä êîæíèì éîãî õîäîì âèíèêàëà ïîçèöiÿ (a, b), ó ÿêié |a − b| ≤ 1.
Ñïðàâäi, äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ïîçèöi¨ (0, 0) öå òàê. Ó ïîçèöi¨ (a, a) ïåðøèé ãðàâåöü ïîêëàäå
ó êàïåëþõ 3 ìîíåòè òà ïiñëÿ âiäïîâiäi äðóãîãî ãðàâöÿ äiñòàíå ïîçèöiþ (a+3, a+2) àáî
(a+3, a+3). Ó ïîçèöi¨ (a, a−1) ïåðøèé ãðàâåöü ïåðøèé ãðàâåöü ïîêëàäå ó êàïåëþõ 2
ìîíåòè òà ïiñëÿ âiäïîâiäi äðóãîãî ãðàâöÿ äiñòàíå ïîçèöiþ (a+2, a+2) àáî (a+1, a+2).
Íàðåøòi, ó ïîçèöi¨ (a, a + 1) ïåðøèé ãðàâåöü ïåðøèé ãðàâåöü ïîêëàäå ó êàïåëþõ 3
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ìîíåòè òà ïiñëÿ âiäïîâiäi äðóãîãî ãðàâöÿ äiñòàíå ïîçèöiþ (a+4, a+3) àáî (a+3, a+3).
ßêùî ïåðåä äåÿêèì õîäîì ïåðøîãî ãðàâöÿ a ≥ 97, òî íàéáëèæ÷èì õîäîì âií ïîêëàäå
ó êàïåëþõ òðè ìîíåòè òà ïåðåìîæå, à ÿêùî a ≤ 96 òà b ≤ 96, òî æîäåí iç ãðàâöiâ
íå ïåðåìîæå íàéáëèæ÷èì õîäîì. Òîìó îïèñàíà ñòðàòåãiÿ çàáåçïå÷ó¹ âèãðàø ïåðøîãî
ãðàâöÿ çà óìîâè, ùî ïåðåä éîãî õîäîì íiêîëè íå çóñòði÷à¹òüñÿ ïîçèöiÿ (96, 97). Àëå
çãiäíî îïèñàíî¨ ñòðàòåãi¨ ïåðøîãî ãðàâöÿ ïîçèöiÿ (96, 97) ìîæå ç'ÿâèòèñÿ ëèøå ó âè-
ïàäêó, ÿêùî ïåðåä ïîïåðåäíiì éîãî õîäîì áóëà ïîçèöiÿ (95, 94). Çàëèøèëîñÿ îêðåìî
ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ïåðøèé ãðàâåöü ìà¹ çðîáèòè õiä ó ïîçèöi¨ (95, 94). Âií ïî-
êëàäå ó êàïåëþõ 3 ìîíåòè, ïiñëÿ âiäïîâiäi äðóãîãî ãðàâöÿ äiñòàíå ïîçèöiþ (98, 96) àáî
(97, 98) òà íàéáëèæ÷èì õîäîì âèãðà¹.

10.1. Âiäïîâiäü: à) íi; á) òàê.
à) ßêùî äåÿêi äâî¹ ãíîìiâ ðàíiøå íå áóëè, à ïîòiì ñòàëè ñóñiäàìè, òî êîæåí ç íèõ
¹ íîâèì ñóñiäîì iíøîãî. Òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü íîâèõ ñóñiäiâ óñiõ ãíîìiâ ¹ ïàðíîþ.
Àëå ÿêùî ãíîìiâ 9, òî öÿ êiëüêiñòü ìà¹ äîðiâíþâàòè 9, ñóïåðå÷íiñòü. á) Çàíóìåðó¹-
ìî ãíîìiâ. Óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî ñïî÷àòêó ãíîìè ñòîÿëè ó ïîðÿäêó
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, à ïîòiì ó ïîðÿäêó 1, 2, 9, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 4, 11, 12.

Çàóâàæåííÿ. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî îïèñàíà â óìîâi çàäà÷i ñèòóàöiÿ äëÿ 3n ãíîìiâ
ìîæëèâà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè n ïàðíå.

10.5. Âiäïîâiäü: òàê.
Âiäêëàäåìî âiä òî÷îê A, B òà C âåêòîðè

−−→
AD = k

−→
AB,

−−→
BE = `

−−→
BC òà

−→
CF = m

−→
CA, äå

k, `,m � äåÿêi öiëi ÷èñëà, âiäìiííi âiä 0 òà 1. Çðîçóìiëî, ùî òî÷êè D,E, F íàëåæàòü
ïðÿìèì AB, BC òà AC âiäïîâiäíî òà ¹ ðiçíèìè, à îñêiëüêè òî÷êè A,B,C òà âåêòîðè−−→
AD,

−−→
BE,

−→
CF ìàþòü öiëi êîîðäèíàòè, òî òî÷êè D,E, F òåæ ìàþòü öiëi êîîðäèíàòè.

Îòæå, ÿêùî òî÷êè D,E, F ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, òî ïðÿìà D − E − F ¹ øóêàíîþ.

Îñêiëüêè
−−→
DB = (1 − k)

−→
AB,

−−→
EC = (1 − `)

−−→
BC òà

−→
FA = (1 − m)

−→
CA, òî çà òåîðåìîþ

Ìåíåëàÿ òî÷êè D,E, F ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

k
1−k ·

`
1−` ·

m
1−m = −1.

Íàïðèêëàä, öå òàê ïðè k = 3, ` = 4, m = −1, áî 3
−2 ·

4
−3 ·

−1
2

= −1.

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà

1. Îñêiëüêè êîæåí ïåðøîðîçðÿäíèê çiãðàâ iç 49 ïåðøîðîçðÿäíèêàìè òà ç 7 iíøè-
ìè øàõiñòàìè, òî iãîð ìiæ ïåðøîðîçðÿäíèêàìè òà íå ïåðøîðîçðÿäíèêàìè áóëî 50 · 7.
Êîæåí øàõiñò, ÿêèé íå ¹ ïåðøîðîçðÿäíèêîì, ãðàâ ùîíàéáiëüøå ç 49 øàõiñòàìè, ÿêi
íå ¹ ïåðøîðîçðÿäíèêàìè, òà ùîíàéìåíøå iç 7 ïåðøîðîçðÿäíèêàìè. Òîìó ÿêáè äåÿêèé
øàõiñò, ùî íå ¹ ïåðøîðîçðÿäíèêîì, çiãðàâ íå ç óñiìà íå ïåðøîðîçðÿäíèêàìè, òî iãîð
ìiæ ïåðøîðîçðÿäíèêàìè òà íå ïåðøîðîçðÿäíèêàìè áóëî áè áiëüøå çà 50 · 7, ñóïåðå-
÷íiñòü. Îòæå, êîæíi äâî¹ íå ïåðøîðîçðÿäíèêiâ ãðàëè îäèí ç îäíèì. Òàêèì ÷èíîì,
êëóá äîñòàòíüî ïîäiëèòè íà ïåðøîðîçðÿäíèêiâ òà âñiõ iíøèõ øàõiñòiâ.

2. Âiäïîâiäü:
√
3
2
.
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I ñïîñiá. Íåõàé A1BC1 � òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè
A1B = b, BC1 = c i êóòîì ∠A1BC1 = 120◦, à C2DA2

� òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè C2D = d, DA2 = a i êóòîì
∠C2DA2 = 60◦. Çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ

A2C
2
2 = a2 + d2 − ad = b2 + c2 + bc = A1C

2
1 ,

îòæå A1C1 = A2C2 òà òðèêóòíèêè ìîæíà ñêëàñòè òàê,
ùîá âîíè óòâîðèëè ÷îòèðèêóòíèê ABCD çi ñòîðîíàìè
AB = b, BC = c, CD = d, DA = a, â ÿêîìó ∠ABC = 120◦

òà ∠CDA = 60◦ (ðèñ. 4). Òîäi ∠DAB + ∠BCD = 180◦. Ðèñ. 4.

ßêùî ∠DAB > 90◦, òî ∠BCD < 90◦ òà a2 + b2 < BD2 < c2 + d2, ñóïåðå÷íiñòü.
Àíàëîãi÷íî äiñòà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ïðè ∠DAB < 90◦. Îòæå, ∠DAB = ∠BCD = 90◦.

Îá÷èñëèìî òåïåð ïëîùó ABCD äâîìà ñïîñîáàìè:

SABCD =SCDA + SABC = 1
2
ad sin 60◦ + 1

2
bc sin 120◦ =

√
3
4
(ad+ bc),

SABCD =SABD + SBCD = 1
2
ab+ 1

2
cd = 1

2
(ab+ cd).

Çâiäñè ab+cd
ad+bc

=
√
3
4

: 1
2
=
√
3
2
.

II ñïîñiá. Ç ðiâíîñòi a2+d2−ad = b2+c2+bc äiñòà¹ìî, ùî (a+d)2−3ad = (b−c)2+3bc
òà (a− d)2 + ad = (b+ c)2 − bc, çâiäêè

3(ad+ bc) = (a+ d)2 − (b− c)2, ad+ bc = (b+ c)2 − (a− d)2.

Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi a2 + b2 = c2 + d2 äiñòà¹ìî, ùî (a + b)2 − 2ab = (c − d)2 + 2cd òà
(a− b)2 + 2ab = (c+ d)2 − 2cd, çâiäêè

2(ab+ cd) = (a+ b)2 − (c− d)2, 2(ab+ cd) = (c+ d)2 − (a− b)2.

Òàêèì ÷èíîì,

2(ab+ cd)

3(ad+ bc)
=

(a+ b)2 − (c− d)2

(a+ d)2 − (b− c)2
=

(a+ b− c+ d)(a+ b+ c− d)

(a− b+ c+ d)(a+ b− c+ d)
=

a+ b+ c− d

a− b+ c+ d
,

2(ab+ cd)

ad+ bc
=

(c+ d)2 − (a− b)2

(b+ c)2 − (a− d)2
=

(a− b+ c+ d)(−a+ b+ c+ d)

(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c+ d)
=

a− b+ c+ d

a+ b+ c− d
.

Îòæå, 4
3
·
(
ab+cd
ad+bc

)2
= 1, çâiäêè ab+cd

ad+bc
=
√
3
2
.

3. Íåõàé D � òî÷êà äîòèêó ç äóãîþ BC, ÿêà ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà D′D′′, E � òî÷êà
äîòèêó ç äóãîþ AC, ÿêà ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà E ′E ′′, òà F � òî÷êà äîòèêó ç äóãîþ
AB, ÿêà ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà F ′F ′′, äå òî÷êè D′, E ′, F ′ íàëåæàòü ïðÿìié AB, à òî÷êè
D′′, E ′′, F ′′ � ïðÿìié AC (ðèñ. 5). Äîâåäåìî, ùî òðèêóòíèê DEF ¹ ðiâíîñòîðîííiì.

Îñêiëüêè AD � ìåäiàíà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà AD′D′′, òî AD = DD′′, çâiäêè
∠CD′′D = ∠CAD. Òàêîæ ∠CDD′′ = ∠CAD ÿê êóò ìiæ õîðäîþ òà äîòè÷íîþ. Çâiäñè

∠ACD = ∠CD′′D + ∠CDD′′ = 2∠CAD,
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à îòæå òî÷êà D äiëèòü äóãó ^ADC ó âiäíîøåííi 2 : 1. Òàê ñàìî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî
òî÷êà E äiëèòü äóãó ^ AEC ó âiäíîøåííi 2 : 1, òîìó ^ DCE = 120◦. Àíàëîãi÷íî
^DBF = 120◦, îòæå òðèêóòíèê DEF ¹ ðiâíîñòîðîííiì.

Ðèñ. 5.

4. Ïîêàæåìî, ùî ó êîæíîìó ÷èñëi a, ÿêå ìiñòèòü ïðèíàéìíi 2018 öèôð, çíàéäåòüñÿ
ïîòðiáíå ïiä÷èñëî. Çâiäñè âèïëèâàòèìå, ùî óìîâó çàäîâîëüíÿ¹ N = 102017. Íåõàé
a = akak−1 . . . a0, äå k ≥ 2017. ßêùî a ìiñòèòü öèôðó 0, òî 0 � øóêàíå ïiä÷èñëî.
Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi öèôðè ÷èñëà a íåíóëüîâi. Äëÿ 0 ≤ i ≤ 2017 ïîêëàäåìî
bi = aiai−1 . . . a0. Çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå iñíóþòü òàêi 0 ≤ i < j ≤ 2017, ùî bj − bi
äiëèòüñÿ íà 2017. Àëå bj − bi = c · 10i, äå c = aj . . . ai+1 ¹ ïiä÷èñëîì a. Îñêiëüêè ÷èñëà
2017 òà 10 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî c äiëèòüñÿ íà 2017.

5. Âiäïîâiäü: P (x) = ax2 + ax+ c, äå a òà c � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.
Ïðèïóñòèìî, ùî P (x) = c0x

n+c1x
n−1+ . . .+cn−1x+cn, äå c0 6= 0, � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ

n ≥ 3. Òîäi P (x − 1) = c0(x − 1)n + c1(x − 1)n−1 + . . . = c0x
n + (c1 − nc0)x

n−1 + . . . òà
íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî (x+1)P (x−1)−(x−1)P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n çi ñòàðøèì
êîåôiöi¹íòîì (2−n)c0 6= 0, à òîìó (x+1)P (x−1)− (x−1)P (x) íå ¹ êîíñòàíòîþ. Îòæå,
P (x) = ax2 + bx + c � ìíîãî÷ëåí ùîíàéáiëüøå äðóãîãî ñòåïåíÿ. Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹,
ùî öåé ìíîãî÷ëåí çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a = b.

6. Âiäïîâiäü: ïðè âñiõ íåïàðíèõ n.
ßêùî n � ïàðíå ÷èñëî, òî a1+a2+ . . .+an = 1+2+ . . .+n = n

2
·(n+1) ≡ 0 (mod n+1),

îòæå îñòà÷à 0 ïîâòîðþ¹òüñÿ òà óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ.
Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî n = 2k+1 � íåïàðíå ÷èñëî. Ïîêàæåìî, ùî óìîâó çàäîâîëü-

íÿ¹, íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü (a1, a2, . . . , a2k+1) = (1, 2k, 3, 2k−2, 5, 2k−4, . . . , 2, 2k+1),
äå ai = i, ÿêùî i íåïàðíå, òà ai = 2k+ 2− i, ÿêùî i ïàðíå, 1 ≤ i ≤ 2k+ 1. Çàóâàæèìî,
ùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ñïðàâäi ¹ ïåðåñòàíîâêîþ ÷èñåë 1, 2, . . . , 2k + 1.

Çíàéäåìî îñòà÷i âiä äiëåííÿ ÷èñåë sm = a1 + a2 + . . .+ am íà n+1 = 2k+2 îêðåìî
ïðè ïàðíèõ òà íåïàðíèõ m, äå 1 ≤ m ≤ 2k + 1. Îñêiëüêè a1 = 1 òà

a2 + a3 = a4 + a5 = . . . = a2k + a2k+1 = 2k + 3 ≡ 1 (mod 2k + 2),

òî ÷èñëà s1, s3, s5, . . . , s2k+1 äàþòü îñòà÷i 1, 2, 3 . . . , k + 1 ïðè äiëåííi íà 2k + 2.
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Àíàëîãi÷íî îñêiëüêè

a1 + a2 = a3 + a4 = . . . = a2k−1 + a2k = 2k + 1 ≡ −1 (mod 2k + 2),

òî s2, s4, . . . , s2k äàþòü îñòà÷i 2k + 1, 2k, 2k − 1, . . . , k + 2 ïðè äiëåííi íà 2k + 2.
Îòæå, 0, s1, s2, . . . , s2k+1 ñïðàâäi äàþòü âñi ðiçíi îñòà÷i ïðè äiëåííi íà 2k + 2, ùî

çàâåðøó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ

1.1. Íàïðèêëàä, øóêàíèì ¹ ÷èñëî 2 · 52016. Ñïðàâäi, âèïèøåìî âñi éîãî äiëüíè-
êè: 1, 5, . . . , 52016, 2, 2 · 5, . . . , 2 · 52016. Äîáóòîê óñiõ öèõ äiëüíèêiâ ìiñòèòü ðiâíî 2017
ìíîæíèêiâ 2 òà ïîíàä 2017 ìíîæíèêiâ 5, òîìó âií çàêií÷ó¹òüñÿ ðiâíî íà 2017 íóëiâ.

1.2. Îñêiëüêè äîâæèíà ïðîåêöi¨ äàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà íà áóäü-ÿêó ïðÿìó ìåíøà
çà 4 ñì, òî éîãî ìîæíà ïîìiñòèòè ó êâàäðàò çi ñòîðîíîþ 4 ñì. Ðàäióñ êîëà, îïèñàíîãî
íàâêîëî öüîãî êâàäðàòà, äîðiâíþ¹ 2

√
2 < 3.

1.3. Âiäïîâiäü: 1
2
.

Íåõàé ïðÿìà BM ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AC ó òî÷öi D
(ðèñ. 6). Ó òðèêóòíèêó BCD áiñåêòðèñà CM ¹ âèñîòîþ,
òîìó öåé òðèêóòíèê ðiâíîáåäðåíèé òà CM � éîãî ìå-
äiàíà. Îòæå, M � ñåðåäèíà BD. Òîäi SCDM = SCBM òà
SADM = SABM , çâiäêè SACM = 1

2
SABC = 1

2
.

1.4. Âiäïîâiäü: iñíó¹. Ðèñ. 6.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü an = 32017−n · 4n−1, n = 1, 2, . . . , 2017. Äëÿ íå¨ ïðè êîæíîìó
1 ≤ k ≤ 2016 ìà¹ìî

a2k+a2k+1 =
(
32017−k ·4k−1

)2
+
(
32016−k ·4k

)2
=
(
32016−k ·4k−1

)2 ·(32+42) =
(
32016−k ·4k−1

)2 ·52.
2.1. Âiäïîâiäü: 32, 64.

Íåõàé ÷èñëî A = 2m+n ìiñòèòü k > 1 öèôð òà ïî÷èíà¹òüñÿ ç öèôðè c, à ïðè âèêðåñëþ-
âàííi éîãî ïåðøî¨ öèôðè óòâîðþ¹òüñÿ ÷èñëî B = 2m. Òîäi A−B = 2m(2n−1) = c·10k−1,
îòæå 2n − 1 äiëèòüñÿ íà 5. Îñêiëüêè îñòà÷i âiä äiëåííÿ ñòåïåíiâ äâiéêè íà 5 ïîâòîðþ-
þòüñÿ ç ïåðiîäîì 4: 2, 4, 3, 1, 2, 4, . . . , òî n äiëèòüñÿ íà 4. Íåõàé n = 4`, ` ∈ N. ×èñëî
c · 10k−1 äiëèòüñÿ íà 2n− 1 = 24`− 1 = 42`− 1 = (4`− 1)(4` +1). Àëå îäèí ç ìíîæíèêiâ
4` − 1 òà 4` + 1 ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì ç 10. Òîìó 4` − 1 àáî 4` + 1 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà
1 ≤ c ≤ 9, ùî íåìîæëèâî ïðè ` ≥ 2. Îòæå, ` = 1, n = 4 òà A−B = 15 · 2m = c · 10k−1,
àáî 3 · 2m−1 = c · 10k−2. Ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
íå äiëèòüñÿ íà 5, òîìó k = 2 òà 3 · 2m−1 = c. Çâiäñè
m = 1, c = 3 àáî m = 2, c = 6. Âiäïîâiäíî a = 25 = 32
àáî a = 26 = 64.

2.2. Çà âëàñòèâîñòÿìè âïèñàíèõ êóòiâ ìà¹ìî

∠BAP = ∠BQP = ∠RQP = ∠RCP = ∠RCB

(ðèñ. 7), à îñêiëüêè ðîìá ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî ïðÿìî¨
BD, òî ∠RCB = ∠BAR. Îòæå, ∠BAP = ∠BAR òà
òî÷êè A, R i P ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Ðèñ. 7.
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2.3. Âiäïîâiäü: 500.
Ç ðiâíîñòi (x + 2)2 − (x + 1)2 = (x + 1)2 − x2 + 2 âèïëèâà¹, ùî âäðóãå ñóìà êâàäðàòiâ
çáiëüøèëàñÿ íà 2n.

2.4. Âiäïîâiäü: n = 3.
Ïðè n = 2 òà ÷èñëàõ x1 = 1, x2 = −1 ìà¹ìî 12 + (−1)2 6= 2 · 1 · (−1). Ïðè n ≥ 4
ðîçãëÿíåìî íàáið ÷èñåë x1 = x2 = 1, x3 = −2, x4 = . . . = xn = 0. Äëÿ öèõ ÷èñåë ìà¹
âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü 1+1+(−2)n = 0, ùî íåìîæëèâî ïðè n > 1. Íàðåøòi, ïðè n = 3
äëÿ âñiõ x1, x2, x3 òàêèõ, ùî x1+x2+x3 = 0, ìà¹ìî x3

1+x3
2+x3

3 = 3x1x2x3. Öå âèïëèâà¹
ç âiäîìî¨ òîòîæíîñòi

x3
1 + x3

2 + x3
3 − 3x1x2x3 = (x1 + x2 + x3)(x

2
1 + x2

2 + x2
3 − x1x2 − x1x3 − x2x3).

3.1. Íåõàé íàéáiëüøà ñòîðîíà (àáî îäíà ç íàéáiëüøèõ ñòîðií) ìíîãîêóòíèêà AB
äîòèêà¹òüñÿ äî âïèñàíîãî êîëà ó òî÷öi K, à BC, AD � ñóñiäíi ç AB ñòîðîíè ìíîãî-
êóòíèêà. Òîäi BC > BK òà AD > AK, îòæå BC+AD > AB òà çi ñòîðií AB, BC, AD
ìîæíà ñêëàñòè òðèêóòíèê.

3.2. à) Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äîñòàòíüî îòðèìàòè òàêå ÷èñëî a, ùî a < 2017 òà 2018− a
äiëèòüñÿ íà 9, à ïîòiì äîäàòè äî ÷èñëà 9 íåîáõiäíó êiëüêiñòü ðàçiâ. Öå ìîæíà çðîáèòè,
íàïðèêëàä, òàê:

2017→ 207→ 216→ 26→ 71 = 26 + 5 · 9→
→ 7→ 16→ 6→ 15→ 5→ 14→ 4→ 13→ 3→ 12→ 2→ 2018 = 2 + 224 · 9.

á) Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî k = (n+1) · 108 + 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
8 îäèíèöü

. Çðîçóìiëî, ùî k− n äiëèòüñÿ íà 9.

Òîìó ç ÷èñëà n ìîæíà îòðèìàòè ÷èñëî k = n+9m, à ïîòiì ó çàïèñi ÷èñëà k çàêðåñëèòè
âiñiì îäèíèöü.

3.3. x = 0, y = 0 àáî x = 1
2
, y = 1

2
.

Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî y ≥ x2 + xy. Òîìó

3xy ≥ y2 + y +
√

y − x2 − xy ≥ y2 + x2 + xy +
√

y2 − x2 − xy,

òîáòî (x−y)2+
√

y − x2 − xy ≤ 0. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî îäíî÷àñíî x−y = 0
òà y − x2 − xy = 0. Çâiäñè x = 0, y = 0 àáî x = 1

2
, y = 1

2
. Ïåðåâiðêà ñâiä÷èòü, ùî

çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâó íåðiâíiñòü.
3.4. Âiäïîâiäü: íå iñíó¹.

Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü iñíó¹. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü a2n+1 ≥ 4anan+2. Çâiäñè

an+2

an+1

≤ 1

4
· an+1

an
≤ 1

42
· an
an−1

≤ . . . ≤ 1

4n
· a2
a1

.

Ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìà¹ìî 1
4n
· a2
a1

< 1, à îòæå an+2 < an+1. Òàêèì ÷èíîì, ïî÷è-
íàþ÷è ç äåÿêîãî ìiñöÿ ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ñïàäà¹, ùî íåìîæëèâî.
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