
П’ятнадцятий Київський математичний фестиваль
Володимир Брайман1 та Олексiй Руденко2

З 7 по 10 травня цього року вiдбувся традицiйний Київський мiжнародний матема-
тичний фестиваль для команд 8-10 класiв учбових закладiв з поглибленим вивченням
математики та природничих наук. Фестиваль проводиться починаючи з 2002 року з
iнiцiативи Iнституту математики НАН України, фiзико-технiчного iнституту НТУУ
“КПI”, Києво-Печерського лiцею № 171 “Лiдер” та за пiдтримки Печерської районної
державної адмiнiстрацiї i Головного управлiння освiти i науки м. Києва. Учасники
фестивалю проживали у студентському вiйськово-спортивному таборi “Сосновий” у
мiстi Українка.

Цього року у фестивалi взяли участь українськi команди Харкiвського фiзико-
математичного лiцею №27, НВК № 45 “Академiчна гiмназiя” (м. Харкiв), Днiпропе-
тровського обласного лiцею-iнтернату фiзико-математичного профiлю, Львiвського
фiзико-математичного лiцею, фiзико-математичної гiмназiї № 17 (м. Вiнниця), гiмна-
зiї № 28 (м. Запорiжжя), ЗОШ № 1 (м. Українка), збiрна команда Київської областi
та київськi команди Українського фiзико-математичного лiцею, Русанiвського лiцею,
лiцею “Наукова змiна” та лiцею “Лiдер”. Також у фестивалi взяла участь команда
Малого мехмату МДУ (м. Москва, Росiя).

Особливiстю фестивалю є насичена математична — i не тiльки — програма: усна та
письмова математичнi олiмпiади, “Математичний експрес”, “Математична карусель”,
лекцiї науковцiв, особистi та команднi конкурси з фiзики, змагання “Що? Де? Коли?”,
екскурсiї по мiсту тощо.

Пропонуємо Вашiй увазi результати та матерiали змагань фестивалю.

Переможцi усної олiмпiади (10 клас).

I мiсце: Всеволод Решетнiков (“Лiдер”).
II мiсце: Вiєт Фам Хоанг (ХФМЛ №27), Микита Вєпрiк (ХФМЛ №27, 9 клас),

Георгiй Iванчик (“Лiдер”, 9 клас).
III мiсце: Михайло Бондаренко (“Лiдер”, 9 клас), Анна Кравець (“Лiдер”), Оле-

ксандр Миргородський (ДОЛIФМП), Петро Тарнавський (ЛФМЛ).

Переможцi письмової олiмпiади

8 клас
I мiсце: Костянтин Луценко (УФМЛ).
II мiсце: Iлля Лазуренко (ХФМЛ №27, 7 клас), Денис Слободянюк (ХФМЛ №27),

Олександр Войтович (ХФМЛ №27).
III мiсце: Борис Нижник (УФМЛ), Лiя Дулгер (ЛФМЛ), Михайло Купрiянов

(ХФМЛ №27), Олексiй Масалiтiн (ХФМЛ №27, 7 клас), Максим Процик (ЛФМЛ),
Валерiй Фiлiнюк (“Лiдер”), Володимир Фединяк (ЛФМЛ), Михайло Цисiн (“Лiдер”).

1механiко-математичний факультет КНУ iм. Тараса Шевченка
2Iнститут математики НАН України
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IV мiсце: Андрiй Абдулаєв (“Наукова змiна”, 7 клас), Марiя Воротинцева (ДОЛI-
ФМП), Вадим Коваль (УФМЛ), Антон Москальков (“Лiдер”), Олексiй Рожков (ХФМЛ
№27), Устин Сахнюк (ХФМЛ №27), Даниїл Стояновський (“Лiдер”), Денис Федорович
(УФМЛ), Михайло Штанденко (“Лiдер”, 7 клас), Дмитро Ярошевич (“Наукова змiна”,
7 клас), Юрiй Гладков (ХФМЛ №27, 7 клас), Анастасiя Руденко (“Лiдер”).

9 клас
I мiсце: Алiна Гарбузова (ХФМЛ №27), Iлля Коваль (АГ №45, Харкiв), Григо-

рiй Назаренко (ХФМЛ №27), Олег Кондратенко (Київська обл.), Арсенiй Нiколаєв
(Малий мехмат).

II мiсце: Георгiй Iванчик (“Лiдер”), Михайло Бондаренко (“Лiдер”), Микита Вєпрiк
(ХФМЛ №27), Матвiй Катаєв (Малий мехмат), Артур Кравцов (АГ №45, Харкiв),
Вiталiй Папка (ЛФМЛ).

III мiсце: Кирило Баркалов (ХФМЛ №27), Олексiй Крупчицький (ХФМЛ №27),
Михайло Самiн (Малий мехмат), Денис Сiкорський (“Лiдер”).

10 клас
I мiсце: Вiєт Фам Хоанг (ХФМЛ №27).
II мiсце: Анна Кравець (“Лiдер”), Всеволод Решетнiков (“Лiдер”), Анатолiй Яцук

(ЛФМЛ), Петро Тарнавський (ЛФМЛ).
III мiсце: Марiя Гнип (ХФМЛ №27), Катерина Васильєва (“Лiдер”), Юрiй Казан

(ЛФМЛ).
Умови задач

Олiмпiада
8 клас

1. Довести, що для будь-яких натуральних чисел a та b iснують такi натуральнi числа
x та y, що

x

y + a
+

y

x+ b
=

3

2
.

2. Чи можна розмiстити на площинi п’ять кiл таким чином, щоб кожне коло мало
рiвно 5 спiльних точок з iншими колами?
3. Двоє гравцiв по черзi фарбують клiтинки таблицi 7 × 7 кожен своїм кольором.
Гравець не може пофарбувати клiтинку, якщо в одному рядку або одному стовпчику
з нею вже є клiтинка, пофарбована iншим гравцем. Гра закiнчується, коли один з
гравцiв не може зробити хiд. Яка найбiльша кiлькiсть клiтинок може залишитися
непофарбованою?
4. Нехай H — точка перетину висот AD та BE гострокутного трикутника ABC. Кола
з дiаметрами AE та BD дотикаються в точцi L. Довести, що HL — бiсектриса кута
∠AHB.
5. На дошцi написано деяке двадцятицифрове число, запис якого мiстить 10 одиниць
та 10 двiйок. Дозволяється обирати довiльнi двi рiзнi цифри та змiнювати порядок
всiх цифр, якi стоять мiж ними, на протилежний. Чи завжди за допомогою таких
операцiй можна дiстати число, яке дiлиться на 11?
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9 клас
1. Чи можна розмiстити на площинi п’ять кiл таким чином, щоб кожне коло мало
рiвно 6 спiльних точок з iншими колами?
2. Нехай a, b, c ≥ 0 та ab+ bc+ ca = 2. Довести, що

ab

c+ 1
+

bc

a+ 1
+

ca

b+ 1
+ 2(a+ b+ c) ≥ 6.

3. Див. задачу 8.3.
4. Див. задачу 8.5.
5. Нехай AD та BE — висоти гострокутного трикутника ABC. Кола з дiаметрами
AD та BE перетинаються в точках S та T . Довести, що ∠ACS = ∠BCT.

10 клас
1. Чи можна розмiстити на площинi п’ять кiл таким чином, щоб кожне коло мало
рiвно 7 спiльних точок з iншими колами?
2. Див. задачу 8.3.
3. Нехай a, b, c ≥ 0 та ab+ bc+ ca = 3. Довести, що

ab

c+ 1
+

bc

a+ 1
+

ca

b+ 1
≥ 3

2
.

4. Див. задачу 9.5.
5. На дошцi написано всi двадцятицифровi числа, запис яких мiстить 10 одиниць та 10
двiйок. Дозволяється обирати у деякому числi довiльнi двi рiзнi цифри та змiнювати
порядок всiх цифр, якi стоять мiж ними, на протилежний. Яку найбiльшу кiлькiсть
однакових чисел можна дiстати на дошцi за допомогою таких операцiй?
Автори задач: В. Брайман (8.3=9.3=10.2, 8.5=9.4∼10.5, 9.5=10.4, 9.2), В. Брайман
та О. Руденко (8.1, 8.4), О. Руденко (8.2∼9.1∼10.1, 10.3).

Усна математична олiмпiада (10 клас)
1. Двадцять сiм куль, занумерованих числами вiд 1 до 27, розкладенi у червоний,
синiй та жовтий кошики. Знайдiть усi можливi значення для кiлькостi куль у черво-
ному кошику, якщо середнi значення номерiв куль у червоному, синьому та жовтому
кошиках дорiвнюють 15, 3 та 18 вiдповiдно.
2. На кожнiй клiтинцi дошки n × n лежать 99 камiнцiв. Двоє грають у гру. За хiд
можна обрати довiльний рядок чи стовпчик, у кожнiй клiтинцi якого є принаймнi один
камiнець, та зняти по одному камiнцю з кожної його клiтинки. Програє той, хто не
може зробити хiд. Визначте всi n, для яких перший гравець має виграшну стратегiю.
3. На сторонi BC трикутника ABC вiдмiтили точку D. Пряма, яка проходить через
точку D, перетинає сторону AB у точцi X, а промiнь AC — у точцi Y. Коло, описане
навколо трикутника BXD, перетинає описане коло ω трикутника ABC у точцi Z ̸= B.
Прямi ZD та ZY вдруге перетинають коло ω у точках V та W вiдповiдно. Доведiть,
що AB = VW.
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4. Знайдiть усi послiдовностi невiд’ємних цiлих чисел a1, a2, . . . , a2016, кожне з яких не
перевищує 2016, що задовольняють таку умову: iai + jaj дiлиться на i + j при всiх
i, j ∈ {1, 2, . . . , 2016}.
5. Знайдiть усi функцiї f : N → N такi, що для кожного натурального n виконується
умова (n− 1)2 < f(n)f(f(n)) < n2 + n.

6. Знайдiть усi натуральнi n, для яких
n2 + 1

[
√
n ]

2
+ 2

є цiлим. (Тут [a] — цiла частина

числа a, тобто найбiльше цiле число, яке не перевищує a.)
Упорядник завдань: I. Мартюшова.

Математичний експрес (8-9 класи)
1 тур3

1.1. У складаннi 40 задач взяло участь 30 студентiв з п’я-
ти курсiв. Кожнi два однокурсники придумали однакову
кiлькiсть задач. Кожнi два студенти з рiзних курсiв приду-
мали рiзну кiлькiсть задач. Скiльки осiб придумало рiвно
по однiй задачi?
1.2. На рис. 1 зображений графiк функцiї y = x2 + ax+ b.
Вiдомо, що пряма AB перпендикулярна прямiй y = x. Зна-
йдiть довжину вiдрiзка OC.
1.3. Точка M — середина сторони CD опуклого чотири-
кутника ABCD. Вiдомо, що ∠ABC > 90◦. Доведiть, що
AC + AD > 2BM.

Рис. 1.

1.4. Пару послiдовних натуральних чисел (n;n + 1) будемо називати степеневою,
якщо в канонiчному розкладi кожного з цих чисел показники степенiв всiх простих
множникiв бiльшi одиницi. Наприклад, пари (8; 9) та (288; 289) — степеневi. Доведiть,
що степеневих пар нескiнченно багато.

2 тур
2.1. Розв’яжiть рiвняння {(x+ 1)2} = x2.
2.2. Доведiть, що iснує нескiнченно багато попарно нерiвних трикутникiв, у яких
чисельнi значення периметра i площi збiгаються.
2.3. Числа a та b такi, що a3 − b3 = 2, a5 − b5 ≥ 4. Доведiть, що a2 + b2 ≥ 2.
2.4. Чи iснують шiсть рiзних натуральних чисел, добуток будь-яких двох з яких дi-
литься нацiло на суму цих двох чисел?

3 тур

3.1. Доведiть, що якщо вираз
x

x2 + x+ 1
набуває рацiональне значення, то вираз

x2

x4 + x2 + 1
теж набуває рацiональне значення.

3На виконання завдань кожного туру командам вiдводиться 25 хвилин.
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3.2. Розв’яжiть систему рiвнянь{
x2 + y2 + z2 = 1,
x3 + y3 + z3 = 1.

3.3. Дiагоналi паралелограма ABCD перетинаються в точцi O. На продовженнi
сторони AB за точку B вiдмiтили таку точку M, що MC = MD. Доведiть, що
∠AMO = ∠MAD.
3.4. Розв’яжiть в натуральних числах рiвняння x3 − y3 = 4xy − 5.

Упорядники завдань: В. Полонський та М. Якiр.

Розв’язки та вказiвки.
Олiмпiада

8.1. I спосiб. Будемо шукати такi x, y, для яких y + a = x + b = S. Тодi рiвнiсть
набуває вигляду S − b

S
+
S − a

S
=

3

2
, або 2(2S−a−b) = 3S, звiдки S = 2(a+b), x = 2a+b

та y = a+ 2b.

II спосiб. Будемо шукати такi x, y, для яких
x

y + a
=

1

2
та

y

x+ b
= 1. Звiдси x = a+b,

y = a+ 2b.
8.2. Вiдповiдь: так.
Декiлька прикладiв шуканого розмiщення кiл зображено на рис. 2.

Рис. 2.

8.3. Вiдповiдь: 40.
Нехай A — гравець, який першим не змiг зробити хiд, B — його суперник. Якщо

кожен з гравцiв A та B зробив не бiльше 4 ходiв, то в таблицi є принаймнi 3 рядки та
3 стовпчики, у яких немає клiтинок кольору гравця B. Тому A може пофарбувати де-
яку з 9 клiтинок на перетинi цих рядкiв та стовпчикiв, яку вiн не пофарбував ранiше,
суперечнiсть. Отже, один з гравцiв мав зробити принаймнi 5 ходiв, а iнший — при-
наймнi 4. Залишається навести приклад гри, у якiй другий гравець не може зробити
п’ятий хiд. Занумеруємо рядки та стовпчики таблицi. Нехай своїми першими 5 хода-
ми перший гравець пофарбує клiтинки з координатами (1; 1), (2; 2), . . . , (5; 5), а другий
гравець своїми першими 4 ходами пофарбує клiтинки з координатами (6; 6), (6; 7), (7; 6)
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та (7; 7). Тодi другий гравець не може зробити наступний хiд та пофарбовано лише 9
клiтинок.

8.4. Нехай O1, O2 — середини AE та BD вiдповiдно (рис. 3). Прямокутнi трикутни-
ки AHE та BHD подiбнi, а HO1 та HO2 — їх медiани. Тому HO1/HO2 = O1E/O2D =
O1L/O2L, звiдки HL — бiсектриса кута ∠O1HO2, та ∠AHO1 = ∠BHO2, звiдки кути
∠AHB та ∠O1HO2 мають спiльну бiсектрису. Отже, HL — бiсектриса кута ∠AHB.

Рис. 3.

8.5. Вiдповiдь: так.
Покажемо, що завжди можна дiстати число, у якому одиниця та двiйка стоять

поряд щонайбiльше у двох мiсцях. Справдi, якщо у числi є фрагмент 12 . . . 12 або
21 . . . 21, то можна обрати крайнi цифри цього фрагмента та застосувати операцiю,
при цьому дiстанемо фрагмент 11 . . . 22 або 22 . . . 11 вiдповiдно та кiлькiсть мiсць у
числi, де одиниця та двiйка стоять поряд, зменшиться на два. Так можна дiяти, поки
не дiстанемо число, в якому щонайбiльше один раз пiсля 1 стоїть 2 та щонайбiльше
один раз пiсля 2 стоїть 1. Таким чином, з кожного початкового числа можна утворити
одне з чисел

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
10

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
10

, 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
10

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
10

, 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
10

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
10−k

, 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
10

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
10−k

,

де 1 ≤ k ≤ 9. У кожному з цих чисел на парних та на непарних мiсцях стоять однаковi
кiлькостi одиниць та двiйок, тому всi цi числа дiляться на 11.

II спосiб. Покажемо, що число, яке дiлиться на 11, можна дiстати вже пiсля однiєї
операцiї. Нехай a — деяке число, запис якого складається з одиниць та двiйок та a′ —
число, яке отримується з a викреслюванням двох сусiднiх однакових цифр. З ознаки
подiльностi на 11 випливає, що числа a та a′ одночасно дiляться або одночасно не дi-
ляться на 11. Припустимо, що можна обрати двi рiзнi цифри числа a′ та застосувати
дозволену операцiю так, аби утворилося число b′, яке дiлиться на 11. Якщо обрати
тi самi цифри у числi a та застосувати дозволену операцiю, то дiстанемо деяке число
b. Неважко перевiрити, що число b′ отримується з b викреслюванням двох сусiднiх
однакових цифр, а тому число b теж дiлиться на 11. Розглянемо будь-яке двадцяти-
цифрове число, запис якого мiстить 10 одиниць та 10 двiйок та яке не дiлиться на
11. Будемо викреслювати з цього числа пари сусiднiх однакових цифр доти, доки не

6



дiстанемо число, в якому одиницi та двiйки чергуються (всi цифри не буде викресле-
но, оскiльки початкове число не дiлиться на 11). Оскiльки спочатку було 10 одиниць
та 10 двiйок та на кожному кроцi викреслювали двi однаковi цифри, то в кiнцевому
числi є парна кiлькiсть одиниць та парна кiлькiсть двiйок, а оскiльки одиницi та двiй-
ки чергуються, то цi кiлькостi є однаковими. Отже, число пiсля викреслювань має
вигляд 12 . . . 12 або 21 . . . 21 та мiстить 4k цифр, де 1 ≤ k ≤ 5. У цьому числi k-а та
(3k+ 1)-а цифри є рiзними, а якщо змiнити порядок всiх цифр, якi стоять мiж ними,
на протилежний, то дiстанемо число, яке дiлиться на 11. Тому якщо обрати тi самi
цифри у початковому двадцятицифровому числi та застосувати дозволену операцiю,
то теж дiстанемо число, яке дiлиться на 11.

9.1. Вiдповiдь: так.
Декiлька прикладiв шуканого розмiщення кiл зображено на рис. 4.

Рис. 4.

9.2. Зауважимо, що

ab

c+ 1
+ a+ b =

ab+ ac+ a+ bc+ b

c+ 1
=

2 + a+ b

c+ 1
=

a+ 1

c+ 1
+

b+ 1

c+ 1
.

Аналогiчно
bc

a+ 1
+ b+ c =

b+ 1

a+ 1
+

c+ 1

a+ 1
,

ca

b+ 1
+ c+ a =

c+ 1

b+ 1
+

a+ 1

b+ 1
. Звiдси

ab

c+ 1
+

bc

a+ 1
+

ca

b+ 1
+ 2(a+ b+ c) =

=

(
a+ 1

b+ 1
+

b+ 1

a+ 1

)
+

(
b+ 1

c+ 1
+

c+ 1

b+ 1

)
+

(
c+ 1

a+ 1
+

a+ 1

c+ 1

)
≥ 6.

9.5. Якщо AC = BC, то точки S, T належать бiсектрисi кута ∠ACB та твердження
є очевидним. Надалi будемо вважати, що AC/BC = k > 1.

Нехай O1, O2 — середини AD та BE вiдповiдно (рис. 5). Трикутники ACD та BCE
подiбнi як прямокутнi зi спiльним гострим кутом, а CO1 та CO2 — їх медiани, тому

CO1/CO2 = O1D/O2E = O1S/O2S = O1T/O2T = k > 1

та ∠ACO1 = ∠BCO2, звiдки кути ∠ACB та ∠O1CO2 мають спiльну бiсектрису. Вiд-
мiтимо на O1O2 та на продовженнi O1O2 такi точки L та K, що

O1L/O2L = O1K/O2K = k.

7



Тодi CL та CK — бiсектриса та бiсектриса зовнiшнього кута трикутника O1CO2,
звiдки ∠LCK = 90◦. Аналогiчно ∠LSK = ∠LTK = 90◦, тому точки C, S, T, L,K
лежать на колi з дiаметром KL. Оскiльки трикутники O1SO2 та O1TO2 симетричнi
вiдносно O1O2, то L — середина дуги ⌣SLT. Звiдси CL — бiсектриса кута ∠SCT. Але
CL також є бiсектрисою кутiв ∠O1CO2 та ∠ACB, тому ∠ACS = ∠BCT.

Рис. 5. Рис. 6.

10.1. Вiдповiдь: так.
Приклад шуканого розмiщення кiл зображено на рис. 6.
10.3. Застосуємо нерiвнiсть Кошi-Буняковського до наборiв чисел

√
ab(c+ 1),√

bc(a+ 1),
√

ca(b+ 1) та
√

ab
c+1

,
√

bc
a+1

,
√

ca
b+1

. Дiстанемо

(
abc+ ab+ abc+ bc+ abc+ ca

)( ab

c+ 1
+

bc

a+ 1
+

ca

b+ 1

)
≥

(
ab+ bc+ ca

)2
= 9,

звiдки
ab

c+ 1
+

bc

a+ 1
+

ca

b+ 1
≥ 9

3abc+ 3
=

3

abc+ 1
. Але за нерiвнiстю Кошi

1 =
ab+ bc+ ca

3
≥ 3

√
(abc)2,

тому abc ≤ 1 та
3

abc+ 1
≥ 3

2
, що завершує доведення.

10.5. Вiдповiдь: C9
18 чисел.

Зрозумiло, що дозволенi операцiї не змiнюють першу та останню цифру числа.
Спочатку на дошцi було записано по C9

18 чисел вигляду 1 . . . 2, адже кожне таке число
визначається набором мiсць, на яких стоять одиницi. Аналогiчно на дошцi було C9

18

чисел вигляду 2 . . . 1 та по C8
18 чисел вигляду 1 . . . 1 i 2 . . . 2. Оскiльки C8

18 < C9
18, то

число з жодними першою та останньою цифрами не може з’явитися на дошцi бiльше
за C9

18 разiв. З розв’язання задачi 8.5 випливає, що з кожного числа вигляду 1 . . . 2
можна утворити число 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

10

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
10

, тому можна зробити однаковими C9
18 чисел.
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Усна математична олiмпiада

1. Вiдповiдь: 11, 16 або 21.
Позначимо r, b та y кiлькостi куль у червоному, синьому та жовтому кошиках

вiдповiдно. Оскiльки середнє значення п’яти найменших номерiв дорiвнює 3, то b ≤ 5.

Оскiльки r + b+ y = 27 та 15r + 3b+ 18y = 27 · 14, то


4r + 5y = 99,
b = 27− r − y,
b ≤ 5.

Розв’язками

(r, b, y) є трiйки (11, 5, 11), (16, 4, 7) та (21, 3, 3).
Залишається навести вiдповiднi приклади розмiщення куль. При r = 11 у черво-

ному кошику {10, 11, . . . , 20} ; у синьому кошику {1, 2, 3, 4, 5} . При r = 16 у червоному
кошику {7, 8, . . . , 14, 16, 17, . . . , 23} ; у синьому кошику {1, 2, 4, 5} . При r = 21 у черво-
ному кошику {5, 6, . . . , 25} ; у синьому кошику {2, 3, 4} .

2. Вiдповiдь: n — непарне число.
Доведемо, що гра закiнчиться лише тодi, коли на дошцi не залишиться жодного

камiнця. Позначимо (i, j) клiтинку на перетинi i-го рядка та j-го стовпчика. Нехай
пiд час гри i-ий рядок було обрано ri разiв, а j-ий стовпчик — cj разiв. Припустимо,
що в кiнцi гри залишилася непорожня клiтинка (a, b). У рядку a та у стовпчику b є
принаймнi по однiй порожнiй клiтинцi. Нехай це клiтинки (a, c) та (d, b). Тодi ra+cb <
99, ra + cc = 99 та rd + cb = 99, звiдки rd + cc > 99, що неможливо, оскiльки у клiтинцi
(d, c) на початку гри було лише 99 камiнцiв. Таким чином, гра закiнчиться рiвно через
99n2

n
= 9n ходiв, оскiльки за один хiд з дошки знiмається n камiнцiв. Тому перший

гравець виграє тодi й лише тодi, коли n непарне.
3. Чотирикутники BZDX та ABZC вписанi (рис. 7), тому ∠ZDY = ∠ZBA =

∠ZCY. Звiдси чотирикутник ZDCY вписаний, а отже ∠ACB = ∠WZV. Тому AB =
VW як хорди, що стягують рiвнi вписанi кути.

Рис. 7.

4. Вiдповiдь: a1 = a2 = . . . = a2016 = k, де k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2016} довiльне.
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Оскiльки iai + jaj та (i+ j)aj дiляться на i+ j, то i(ai − aj) дiлиться на i+ j. При
j = i − 1 дiстаємо, що i(ai − ai−1) дiлиться на 2i − 1, а тому ai − ai−1 дiлиться на
2i − 1, оскiльки числа i та 2i − 1 взаємно простi. При 2i − 1 ≥ 2017 звiдси випливає,
що ai = ai−1, бо |ai − ai−1| ≤ 2016. Отже, a1008 = a1009 = . . . = a2016.

При 1 ≤ i ≤ 1008 та j = 2017 − i дiстаємо, що i(ai − a2017−i) дiлиться на 2017, а
оскiльки 2017 — просте число та |ai − a2017−i| ≤ 2016, то ai = a2017−i. Тому всi члени
послiдовностi є рiвними. Залишається зробити перевiрку.

5. Вiдповiдь: f(n) = n.
Нехай функцiя f задовольняє умову задачi. Покажемо iндукцiєю за n ≥ 1, що

f(n) = n. При n = 1 маємо 0 < f(1)f(f(1)) < 2, отже f(1) = 1. Припустимо, що
f(n) = n при всiх n < k, та доведемо, що f(k) = k.

Якщо f(k) = m ≤ k − 1, то f(f(k)) = f(m) = m та f(k)f(f(k)) = m2 ≤ (k − 1)2,
що суперечить умовi. Якщо f(k) = M ≥ k+1, то (k+1)f(M) ≤ f(k)f(f(k)) < k2 + k,
звiдки f(M) < k. Тодi f(f(M)) = f(M) < k та f(M)f(f(M)) < k2 ≤ (M − 1)2, знову
дiстали суперечнiсть з умовою. Отже, f(k) = k.

Таким чином, f(n) ≡ n та залишається зробити перевiрку.
6. Вiдповiдь: таких чисел не iснує.
Нехай [

√
n ] = a. Тодi a2 ≤ n < (a+1)2, звiдки n = a2+b, де 0 ≤ b ≤ 2a. Припустимо,

що n2 +1 = (a2 + b)2 +1 дiлиться на [
√
n ]

2
+2 = a2 +2. Оскiльки (a2 + b)2 та (−2+ b)2

дають однаковi остачi при дiленнi на a2+2, то (b− 2)2+1 теж дiлиться на a2+2. Але
−2 ≤ b− 2 ≤ 2a− 2, тому

0 < (b− 2)2 + 1 ≤ max
(
22, (2a− 2)2

)
+ 1 < 4(a2 + 2).

Отже, якщо (b− 2)2 + 1 = k(a2 + 2), то k = 1, k = 2 або k = 3. Розглянемо цi випадки
окремо.

Якщо k = 1, то (b − 2)2 − a2 = 1. Ця рiвнiсть можлива лише при (b − 2)2 = 1 та
a2 = 0, проте a = [

√
n ] ≥ 1, суперечнiсть.

Якщо k = 2, то (b− 2)2 + 1 = 2(a2 + 2), тобто (b− 2)2 = 2a2 + 3. Лiва частина цiєї
рiвностi при дiленнi на 8 дає одну з остач 0, 1 або 4, а права — одну з остач 3 або 5,
тому рiвнiсть неможлива.

Якщо k = 3, то (b− 2)2 + 1 = 3(a2 + 2). Звiдси (b− 2)2 при дiленнi на 3 дає остачу
2, що неможливо.

Математичний експрес
1.1. Вiдповiдь: 26 осiб.
Виберемо п’ять студентiв, по одному з кожного курсу. Оскiльки кiлькiсть приду-

маних ними задач рiзна, то цi студенти придумали не менше, нiж 1+2+3+4+5 = 15
задач. Тодi iншi 25 студентiв придумали не бiльше, нiж 40 − 15 = 25 задач. Тому
кожен з них придумав рiвно по однiй задачi, i серед обраних студентiв один придумав
одну задачу, отже, усього по однiй задачi придумали 26 осiб.

Таке справдi можливо. Наприклад, кожний студент придумав стiльки задач, як
номер його курсу, причому з першого курсу у складаннi задач взяли участь 26 сту-
дентiв, а з iнших курсiв — по одному студенту.
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1.2. Вiдповiдь: 1.
Оскiльки y(0) = b, то точка B має координати (0; b). З умови задачi випливає,

що точки A та B симетричнi вiдносно прямiй y = x. Отже, точка A має координати
(b; 0). Таким чином, число b i шукана довжина c вiдрiзка OC є коренями квадратного
рiвняння x2 + ax+ b = 0. За теоремою Вiєта bc = b. Оскiльки b ̸= 0, то c = 1.

1.3. Нехай точка K — середина дiагоналi AC
(рис. 8). Оскiльки точка B лежить всерединi ко-
ла з дiаметром AC, то BK < 1

2
AC. Помiтимо, що

KM = 1
2
AD. Маємо BM ≤ BK+KM < 1

2
AC+ 1

2
AD.

Звiдси AC + AD > 2BM.
1.4. Для доведення достатньо помiтити, що якщо

пара (n;n+ 1) степенева, то пара(
4n(n+ 1); 4n(n+ 1) + 1

)
також є степеневою. Рис. 8.

2.1. Вiдповiдь: −1
2
; 0; 1

2
.

З умови випливає, що x2 < 1. Звiдси −1 < x < 1. Рiвнiсть {x2 + 2x+ 1} = x2

можлива лише за умови, що 2x — цiле число. Оскiльки −2 < 2x < 2, то 2x ∈ {−1; 0; 1},
вiдповiдно x ∈

{
−1

2
; 0; 1

2

}
. Перевiрка показує, що числа −1

2
, 0 та 1

2
— коренi рiвняння.

2.2. Розглянемо довiльний трикутник ABC з периметром P i площею S. Нехай
трикутник A1B1C1 подiбний до трикутника ABC з коефiцiєнтом подiбностi k. То-
дi периметр i площа цього трикутника вiдповiдно дорiвнюють kP та k2S. Рiвнiсть
kP = k2S виконується при k = P

S
. Таким чином, для будь-якого трикутника знайде-

ться подiбний йому трикутник, периметр i площа якого чисельно збiгаються.
2.3. Маємо

2(a2 + b2) = (a2 + b2)(a3 − b3) = (a5 − b5) + a2b2(a− b) ≥ 4 + a2b2(a− b) ≥ 4.

2.4. Вiдповiдь: iснують.
Наприклад, умову задовольняють числа 11!, 2·11!, 3·11!, 4·11!, 5·11!, 6·11! Добуток

i сума будь-яких двох iз цих чисел мають вигляд (11!)2mn та 11!(m + n) вiдповiдно.
Оскiльки m+ n ≤ 11, то (11!)2mn дiлиться на 11!(m+ n).

3.1. Нехай
x

x2 + x+ 1
= a, де a — рацiональне число. Якщо a = 0, то x = 0 та

x2

x4 + x2 + 1
= 0 — рацiональне число. Надалi будемо вважати, що a ̸= 0. Тодi x ̸= 0 та

1

a
=

x2 + x+ 1

x
= x+ 1 +

1

x
,

звiдки x+
1

x
=

1

a
− 1. Отже,

x4 + x2 + 1

x2
= x2 + 1 +

1

x2
=

(
x+

1

x

)2

− 1 =

(
1

a
− 1

)2

− 1 =
1− 2a

a2
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— ненульове рацiональне число, а тому
x2

x4 + x2 + 1
— теж рацiональне число.

3.2. Вiдповiдь: (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1).
З першого рiвняння системи випливає, що x ≤ 1, y ≤ 1, z ≤ 1. За цих умов

виконуються нерiвностi x3 ≤ x2, y3 ≤ y2, z3 ≤ z2. Звiдси x3 + y3 + z3 ≤ x2 + y2 + z2.
Рiвнiсть можлива, якщо одночасно x3 = x2, y3 = y2, z3 = z2.

3.3. Через точку O проведемо пряму, паралельну доAD. Вона перетне сторони AB
та CD у їх серединах P та Q вiдповiдно (рис. 9). Оскiльки MQ — серединний перпен-
дикуляр до вiдрiзка CD, то кут QMP теж прямий. Отже, MO — медiана прямоку-
тного трикутника PMQ, проведена до гiпотенузи. Тому ∠AMO = ∠MPO = ∠MAD.

Рис. 9.
3.4. Вiдповiдь: (3; 2).
Очевидно, що x = 1, y = 1 не є розв’язком рiвняння. При будь-яких iнших зна-

ченнях x та y значення виразу 4xy − 5 є додатним. Це означає, що розв’язок слiд
шукати за умови x > y. Запишемо дане рiвняння у виглядi x− y = 4xy−5

x2+xy+y2
. Оскiльки

x2 + xy + y2 ≥ 3xy, то 4xy−5
x2+xy+y2

< 4xy
3xy

= 4
3
. Тому 0 < x − y < 4

3
, звiдки x − y = 1.

Пiдставимо у вихiдне рiвняння x = y + 1. Дiстанемо y2 + y − 6 = 0. Звiдси y = 2 та
x = 3.
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