
Чотирнадцятий Київський математичний фестиваль
Володимир Брайман1 та Олексiй Руденко2

З 8 по 11 травня цього року в мiстi Києвi вiдбувся традицiйний Київський мiжна-
родний математичний фестиваль для команд 8-10 класiв учбових закладiв з поглибле-
ним вивченням математики та природничих наук. Фестиваль проводиться починаючи
з 2002 року з iнiцiативи Iнституту математики НАН України, фiзико-технiчного iн-
ституту НТУУ “КПI”, Києво-Печерського лiцею № 171 “Лiдер” та за пiдтримки Печер-
ської районної державної адмiнiстрацiї i Головного управлiння освiти i науки м. Києва.
Учасники фестивалю проживали у дитячому навчально-оздоровчому таборi “Днiпро”,
у мальовничому передмiстi Києва –— Конча-Заспi.

Цього року у фестивалi взяли участь українськi команди Харкiвського фiзико-
математичного лiцею №27, НВК № 45 “Академiчна гiмназiя” (м. Харкiв), Днiпропе-
тровського обласного лiцею-iнтернату фiзико-математичного профiлю, Львiвського
фiзико-математичного лiцею, гiмназiї м. Конотоп та київськi команди Українського
фiзико-математичного лiцею, гiмназiї №178, лiцею “Наукова змiна” та, звiсно, лiцею
“Лiдер”. Також у фестивалi взяв участь один учень ДБОЗ СЗШ № 2086 (м. Москва,
Росiя).

Особливiстю фестивалю є насичена математична — i не тiльки — програма: усна та
письмова математичнi олiмпiади, “Математичний експрес”, “Математична карусель”,
лекцiї науковцiв, особистi та команднi конкурси з фiзики, змагання “Що? Де? Коли?”,
екскурсiї по мiсту тощо.

Пропонуємо Вашiй увазi результати та матерiали змагань фестивалю.

Переможцi усної олiмпiади (10 клас).

I мiсце: Пушкiн Денис (“Наукова змiна”), Ульянiч Михайло (ХФМЛ №27).
II мiсце: Бондаренко Денис (“Лiдер”), Нарцев Денис (УФМЛ).
III мiсце: Уразовський Андрiй (ХФМЛ №27), Олексiюк Iван (“Лiдер”), Поно-

марьов Ростислав (ХФМЛ №27), Нгуен Чунг Кионг (“Лiдер”), Кожевнiков Роман
(УФМЛ), Косюк Iван (“Лiдер”).

Переможцi письмової олiмпiади

8 клас
I мiсце: Нiколаєв Арсенiй (СЗШ №2086, Москва), Нго Нгок Тхай Шон (ХФМЛ

№27).
II мiсце: Папка Вiталiй (ЛФМЛ), Вєпрiк Микита (ХФМЛ №27), Гарбузова Алiна

(ХФМЛ №27), Картишев Єгор (ХФМЛ №27).
III мiсце: Сагайдак Данило (ЛФМЛ), Сiкорський Денис (“Лiдер”), Швайко Со-

фiя (АГ №45, Харкiв), Крупчицький Олексiй (ХФМЛ №27), Черемшинський Сергiй
(“Лiдер”), Iванчик Георгiй (“Лiдер”),

1механiко-математичний факультет КНУ iм. Тараса Шевченка
2Iнститут математики НАН України
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9 клас
I мiсце: Кравець Анна (“Лiдер”), Решетнiков Всеволод (“Лiдер”).
II мiсце: Руденко Олег (ХФМЛ №27), Шевченко Ольга (АГ №45, Харкiв), Фам

Хоанг Вiєт (ХФМЛ №27), Гарагата Альона (ХФМЛ №27).
III мiсце: Здановська Юлiя (УФМЛ), Яцук Анатолiй (ЛФМЛ), Ян Алiна

(УФМЛ), Гончаров Дмитро (ХФМЛ №27), Бойко Володимир (ДОЛIФМП), Анпiлогов
Марк (“Лiдер”).

10 клас
I мiсце: Тумак Олександра (ЛФМЛ), Пономарьов Ростислав (ХФМЛ №27).
II мiсце: Бабiєнко Iлля (“Лiдер”), Вертелецький Владислав (УФМЛ), Ульянiч Ми-

хайло (ХФМЛ №27).
III мiсце: Уразовський Андрiй (ХФМЛ №27), Європiн Богдан (“Лiдер”) Кожев-

нiков Роман (УФМЛ), Нарцев Денис (УФМЛ), Бондаренко Денис (“Лiдер”) Сердюк
Максим (ХФМЛ №27), Трєскунов Денис (“Лiдер”) Уфiмцева Софiя (АГ №45, Харкiв),
Шамрай Денис (“Лiдер”).

Умови задач
Олiмпiада

8 клас
1. Довести, що iснує нескiнченно багато пар дiйсних чисел (x, y) таких, що

√
1 + 2x− xy +

√
1 + 2y − xy = 2.

2. У компанiї з 6 ховрахiв у кожного ховраха рiвно 4 друга. Чи завжди можна розбити
компанiю на двi групи по 3 ховраха так, аби в кожнiй групi всi ховрахи були друзями?
3. Чи правда, що довiльне натуральне число, бiльше за 100, є сумою 4 натуральних
чисел, кожнi два з яких мають спiльний дiльник, бiльший за 1?
4. Нехай O — точка перетину висот AD та BE рiвностороннього трикутника ABC.
На вiдрiзках AO та BO вiдмiтили точки K ̸= O та L ̸= O вiдповiдно так, що пряма
KL дiлить периметр трикутника ABC навпiл. Нехай F — точка перетину прямих EK
та DL. Довести, що O — центр описаного кола трикутника DEF.
5. Том пофарбував круговий паркан з 2n ≥ 6 секцiй таким чином, що кожну секцiю
пофарбовано в один з чотирьох кольорiв. Потiм вiн повторює таку операцiю доки це
можливо: обирає три сусiднi секцiї рiзних кольорiв та перефарбовує їх у четвертий
колiр. При яких n Том може перефарбовувати паркан вказаним чином нескiнченну
кiлькiсть разiв?

9 клас
1. Див. задачу 8.1.
2. У компанiї з 7 ховрахiв у кожного ховраха рiвно 4 друга. Чи завжди можна видiлити
з компанiї двi неперетиннi групи по 3 ховраха так, аби в кожнiй групi всi ховрахи були
друзями?
3. Чи правда, що довiльне натуральне число, бiльше за 50, є сумою 4 натуральних
чисел, кожнi два з яких мають спiльний дiльник, бiльший за 1?
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4. Див. задачу 8.4.
5. Див. задачу 8.5.

10 клас
1. Розв’язати рiвняння

√
1 + 2x− xy +

√
1 + 2y − xy = 2.

2. Див. задачу 9.2.
3. Чи правда, що довiльне натуральне число, бiльше за 30, є сумою 4 натуральних
чисел, кожнi два з яких мають спiльний дiльник, бiльший за 1?
4. Див. задачу 8.4.
5. Див. задачу 8.5.
Автори задач: В. Брайман (8.1=9.1∼10.1, 8.3∼9.3∼10.3, 8.4=9.4=10.4), О. Руденко
(8.2∼9.2=10.2, 8.5=9.5=10.5).

Усна математична олiмпiада (10 клас)
1. Знайдiть усi натуральнi числа k такi, що добуток цифр десяткового запису k до-
рiвнює 25

8
k − 211.

2. Нехай x — дiйсне число таке, що 0 < x < π
2
. Доведiть, що cos2 x ctg x+sin2 x tg x ≥ 1.

3. Коло ω1 знаходиться всерединi кола ω2, причому дотикається до нього в точцi A.
Через точку A провели пряму, яка вдруге перетинає ω1 у точцi B, а ω2 — у точцi
C. Дотична до ω1 у точцi B перетинає ω2 у точках D i E. Дотичнi до ω1, проведенi
з точки C, дотикаються до ω1 у точках F та G. Доведiть, що точки D, E, F та G
лежать на одному колi.
4. У Андрiйка є багато одиничних квадратiв, деякi з яких бiлi, а деякi — чорнi. Ан-
дрiйко хоче зiбрати з них квадрат n × n так, щоб кожен з прямокутникiв k × m
(k > 1,m > 1) всерединi нього мiстив кутовi клiтинки обох кольорiв. Яке найбiльше
значення може набувати n?
5. Доведiть, що для кожного iррацiонального a iснують iррацiональнi b i c такi, що
числа a+ b i ac є рацiональними, а числа ab i a+ c — iррацiональними.
6. Знайдiть усi функцiї f : R → R такi, що для довiльних дiйсних x та y виконується
спiввiдношення f(f(x) + y) = f(x2 − y) + 4yf(x).

Упорядник завдань: I. Мартюшова.

Математичний експрес (8-9 класи)
1 тур3

1.1. Пiсля того, як був побудований графiк функцiї
y = x2 + bx + c, вiсь ординат стерли (рис. 1). Вiдомо, що
вiдстанi мiж сусiднiми вiдмiченими точками дорiвнює 1.
Знайдiть дискримiнант квадратного тричлена x2+ bx+ c.
1.2. На дошцi написане число 1. Якщо на дошцi написане
число a, його можна замiнити будь-яким натуральним чи-
слом вигляду a+n, де n взаємно просте з a i 10 ≤ n ≤ 20.
Чи можна через декiлька таких операцiй отримати на до-
шцi число 18! (18 факторiал)?

Рис. 1.

3На виконання завдань кожного туру командам вiдводиться 25 хвилин.
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1.3. Дiагоналi AC i BD рiвнобедреної трапецiї ABCD (BC ∥ AD) перетинаються у
точцi O; вiдомо також, що у трапецiю можна вписати коло. Доведiть, що ∠BOC > 60◦.
1.4. На прямiй l послiдовно вiдмiтили точки A1, A2, A3, A4, A5, . . . так, що A1A2 = 1,
A2A3 = 2, A3A4 = 3, A4A5 = 4, . . . На вiдрiзках A1A2, A2A3, A3A4, A4A5, . . . як
на сторонах побудовано квадрати, розташованi в однiй пiвплощинi вiдносно прямої l.
Доведiть, що центри всiх цих квадратiв належать однiй параболi.

2 тур
2.1. Скiнченною чи нескiнченною є множина натуральних чисел, якi є точними ква-
дратами, мають суму цифр 9 i запис яких не закiнчується цифрою 0?
2.2. Точки M, N, K — середини сторiн AB, BC та CA
трикутника ABC вiдповiдно. Точки D, P, Q — середини
ламаних BAC, ABC та BCA вiдповiдно (рис. 2). Дове-
дiть, що прямi MQ, ND та KP перетинаються в однiй
точцi.
2.3. Хлопчик малює кола, дiлить кожне з них радiу-
сами на три частини, а потiм розфарбовує їх у три рi-
знi кольори. Чи може вiн, маючи 24 кольорових олiвця,
отримати такий набiр розфарбованих кiл, щоб на них
кожнi два кольори зустрiчалися разом рiвно один раз? Рис. 2.

2.4. Доведiть, що серед трьохелементних пiдмножин множини {1, 2, . . . , 63} пiдмно-
жин з сумою елементiв, меншою за 95, менше, нiж iз сумою елементiв, бiльшою за 95.

3 тур
3.1. Чи iснують непарнi цiлi числа x, y i z, що задовольняють рiвнiсть

(x+ y)2 + (x+ z)2 = (y + z)2?

3.2. У гострокутному трикутнику ABC кут A дорiвнює 60◦. На сторонi AB взято
точку K так, що AK = 1

2
AC. Знайдiть BK, якщо вiдстань вiд центра описаного

навколо ABC кола до сторони AC дорiвнює a.
3.3. Точка M лежить усерединi прямокутника ABCD. Доведiть, що площа цього
прямокутника не перевищує величини AM · CM +BM ·DM.
3.4. На дошцi записали 100 чисел. Потiм збiльшили кожне число на 1 i помiтили, що
добуток усiх 100 чисел не змiнився. Пiсля цього знову збiльшили кожне число на 1, i
знову добуток усiх чисел не змiнився, i так далi. Всього повторили цю операцiю k разiв,
i всi k разiв добуток чисел не змiнювався. Знайдiть найбiльше можливе значення k.

Упорядники завдань: В. Полонський та М. Якiр.
Розв’язки та вказiвки.

Олiмпiада
8.1. Якщо y = −x, то рiвняння набуває вигляду

√
1 + 2x+ x2 +

√
1− 2x+ x2 = 2, або |1 + x|+ |1− x| = 2.

При −1 ≤ x ≤ 1 маємо |1+ x|+ |1− x| = 1+ x+1− x = 2. Отже, рiвнiсть виконується
зокрема для всiх пар чисел (x,−x), де −1 ≤ x ≤ 1.
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8.2. Вiдповiдь: так.
У кожного ховраха є лише один ворог, тому ховрахiв можна розбити на три пари так,
що ховрахи у кожнiй парi ворогують мiж собою. Тепер достатньо взяти у кожну групу
по одному ховраху з цих пар.

8.3. Вiдповiдь: так.
Нехай N > 100 — дане число. Позначимо a те з чисел 15, 30, яке дає таку ж остачу
при дiленнi на 2, як N, b — те з чисел 10, 20, 30, яке дає таку ж остачу при дiленнi на
3, як N, c — те з чисел 6, 12, 18, 24, 30, яке дає таку ж остачу при дiленнi на 5, як N.
Тодi a+ b+ c ≤ 90 та d = N − a− b− c > 10 дiлиться на 2, на 3 та на 5, тобто дiлиться
на 30. Числа a, b, c, d є шуканими, оскiльки кожнi два з них мають спiльний дiльник
2, 3 або 5.

8.4. I спосiб. Нехай пряма KL перетинає сто-
рони AC та BC у точках G та H вiдповiдно. До-
ведемо, що GK = KL = LH. Справдi, проведемо
GT ⊥ AD (рис. 3). Оскiльки

AG+GC + CD = GC + CD +DH = 1
2
PABC ,

то AG = DH. Але AGT — прямокутний трикутник
з кутом ∠GAT = 30◦, тому GT = 1

2
AG = 1

2
DH.

З подiбних трикутникiв KGT та KHD дiстаємо,
що GK = 1

2
KH, тобто GK = 1

3
GH. Аналогiчно

LH = 1
3
GH.

Оскiльки EK та DL є медiанами прямокутних
Рис. 3.трикутникiв GEL та KDH, то EK = KL = LD. Тодi

∠KFL =180◦ − ∠FKL− ∠FLK =

=180◦ − 2(∠KLO + ∠LKO) = 180◦ − 2(180◦ − ∠KOL) = 60◦

(ми використали, що ∠FKL = 2∠KLO та ∠FLK = 2∠LKO як зовнiшнi кути три-
кутникiв EKL та KLD). Отже, ∠EFD = ∠KFL = 60◦ = 1

2
∠EOD, а тому точка F

належить колу з центром O, яке проходить через точки D та E.

II спосiб. Нехай пряма KL перетинає сторони AC та
BC у точках G та H вiдповiдно, M — середина AB.
Оскiльки AG = DH (див. I спосiб), то при поворо-
тi навколо точки M на 120◦, який переводить DB
у AE, точка H перейде у точку G. Тому GMH —
рiвнобедрений трикутник з кутом 120◦ при верши-
нi. Звiдси ∠MAK = ∠MGK = 30◦, тому чотирику-
тник AGKM вписаний та ∠MKL = ∠MAG = 60◦.
Аналогiчно ∠MLK = 60◦. Отже, трикутник KLM
рiвностороннiй. При поворотi навколо точки M на
60◦ точки E,L,D переходять у точки A,K,E, тому
∠OKF = ∠AKE = ∠ELD = 180◦ − ∠OLF. Тому
чотирикутник OKFL вписаний. Рис. 4.
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Отже, ∠EFD = ∠KFL = 180◦−∠KOF = 60◦ = 1
2
∠EOD, а тому точка F належить

колу з центром O, яке проходить через точки D та E.
8.5. Вiдповiдь: при всiх n ≥ 3.

Занумеруємо секцiї паркану та будемо описувати розфарбування набором чисел
(a1, a2, . . . , a2n), де кожне з чисел дорiвнює 1, 2, 3 або 4. Покажемо, що Том може
нескiнченно багато разiв перефарбовувати паркан при всiх n ≥ 3.

Нехай n ≥ 3 непарне. Пофарбуємо та будемо перефарбовувати паркан таким чи-
ном: (

1, 1, 1, 2, 3, 3, 2, 2, 3, 3, 2, 2, . . . , 2, 2, 3, 3, 2, 2, 3, 3
)

↓(
1, 1, 4, 4, 4, 3, 2, 2, 3, 3, 2, 2, . . . , 2, 2, 3, 3, 2, 2, 3, 3

)
↓(

1, 1, 4, 4, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 2, 2, . . . , 2, 2, 3, 3, 2, 2, 3, 3
)

↓(
1, 1, 4, 4, 1, 1, 4, 4, 4, 3, 2, 2, . . . , 2, 2, 3, 3, 2, 2, 3, 3

)
↓
. . .
↓(

1, 1, 4, 4, 1, 1, 4, 4, 1, 1, 4, 4, . . . , 4, 4, 1, 1, 4, 4, 4, 3
)

Нове розфарбування вiдрiзняється вiд початкового лише зсувом та змiною кольорiв
(4, 3, 1 замiсть 1, 2, 3 вiдповiдно), тому перефарбовувати паркан можна як завгодно
багато разiв.

При n = 4 розфарбувати та перефарбовувати секцiї можна так:(
1, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 4

)
→

(
2, 1, 4, 4, 4, 3, 2, 2

)
→

(
3, 3, 3, 4, 1, 1, 1, 2

)
→ . . .

Покажемо, що якщо Том може нескiнченно багато разiв перефарбовувати паркан
при n = m, то вiн може це робити i при n = 2m. Справдi, Том може повторити
двiчi початкове розфарбування для n = m, а далi кожне перефарбовування, яке вiн
здiйснював би при n = m, вiн буде виконувати двiчi з дiаметрально протилежними
трiйками секцiй. Тодi пiсля кожної пари перефарбовувань розфарбування паркану з
4m секцiй буде двiчi повторювати вiдповiдне розфарбування паркану з 2m секцiй.
Отже, перефарбовувати паркан можна буде як завгодно багато разiв.

З доведеного випливає, що Том може нескiнченно багато разiв перефарбовувати
паркан, якщо n = (2k + 1)2l, де k ≥ 1 та l ≥ 0, або n = 4 · 2l, де l ≥ 0, тобто при всiх
n ≥ 3.

9.2. Вiдповiдь: так.
I спосiб. У кожного ховраха є рiвно два ворога, тому ховрахiв можна розставити по
колам так, аби обидва ворога кожного ховраха були його сусiдами по колу. У кожному
колi буде не менше 3 ховрахiв, тому утвориться одне коло з 7 ховрахiв або два кола
з 3 та 4 ховрахiв. У кожному з цих випадкiв можна взяти в одну групу ховрахiв,
позначених на рис. 5 цифрою 1, а в iншу — ховрахiв, позначених цифрою 2.
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Рис. 5.
II спосiб. Розглянемо двох ховрахiв, якi є друзями. Кожен з них має ще трьох

друзiв серед iнших п’яти ховрахiв, отже у них є спiльний друг. Таким чином, iснують
троє ховрахiв, серед яких кожнi два дружать. Назвемо цих ховрахiв добрими, а iнших
злими. Iснує 7·4

2
= 14 пар ховрахiв-друзiв. Зокрема iснує 3 пари, в яких обидва ховрахи

добрi, та 6 пар, в яких один ховрах добрий, а iнший злий, адже у кожного доброго
ховраха є двоє друзiв серед злих ховрахiв. Отже, iснує 5 пар друзiв, в яких обидва
ховрахи злi. Але тодi серед злих ховрахiв є лише одна пара ховрахiв, якi не дружать,
а отже знайдеться трiйка злих ховрахiв, кожнi двоє з яких дружать.

9.3. Вiдповiдь: так.
Покажемо, що кожне число N ≥ 32 можна подати як суму 4 чисел потрiбним чином.
Якщо N складене, то його можна подати у виглядi N = ab, де 1 < a ≤ b. Якщо
b < 4, то N ≤ b2 < 16, суперечнiсть. Отже, b ≥ 4 та N = a + a + a + (b − 3)a. Нехай
N ≥ 32 просте. Тодi N не дiлиться на 2 та на 3. Звiдси N = 6k + 1, де k ≥ 6, i тодi
N = 6+ 10+ 15+ 6(k− 5), або N = 6k+5, де k ≥ 6, i тодi N = 10+ 10+ 15+ 6(k− 5).

10.1. Вiдповiдь: (x,−x), де −1 ≤ x ≤ 1, та (x, 4− x), де 1 ≤ x ≤ 3.
Позначимо

√
1 + 2x− xy = a,

√
1 + 2y − xy = b. Тодi a+b = 2 та a2−b2 = 2x−2y, звiдки

a−b = x−y, 2a = 2+x−y. Отже, 2
√
1 + 2x− xy = 2+x−y, 4(1+2x−xy) = (2+x−y)2.

Пiсля розкриття дужок та зведення подiбних дiстанемо x2 + 2xy + y2 − 4x − 4y = 0,
або (x+ y)(x+ y − 4) = 0.

Якщо x+ y = 0, то y = −x та вихiдне рiвняння набуває вигляду
√
1 + 2x+ x2 +

√
1− 2x+ x2 = 2, або |1 + x|+ |1− x| = 2.

Маємо |1 + x| + |1 − x| ≥ 1 + x + 1 − x = 2, а рiвнiсть досягається, коли 1 + x ≥ 0 та
1− x ≥ 0, тобто при −1 ≤ x ≤ 1.

Якщо x+ y = 4, то y = 4− x та вихiдне рiвняння набуває вигляду
√
1− 2x+ x2 +

√
9− 6x+ x2 = 2, або |x− 1|+ |3− x| = 2.

Маємо |x − 1| + |3 − x| ≥ x − 1 + 3 − x = 2, а рiвнiсть досягається, коли x − 1 ≥ 0 та
3− x ≥ 0, тобто при 1 ≤ x ≤ 3.

10.3. Вiдповiдь: нi.
Покажемо, що число 31 розкласти потрiбним чином не можна. Справдi, кожен до-
данок у розкладi має мiстити хоча б два рiзнi простi дiльники, iнакше всi доданки
мали б спiльний дiльник та вся сума дiлилася б на цей дiльник. Звiдси випливає, що
кожен доданок не менший за 6, а кожен непарний доданок не менший за 15. Оскiльки
принаймнi один доданок має бути непарним, то сума чотирьох доданкiв не менша за
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6 + 6 + 6 + 15 = 33.
Зауваження. З розв’язань задач 9.3 та 10.3 випливає, що 31 — найбiльше число,

яке не можна подати як суму 4 чисел потрiбним чином.

Усна математична олiмпiада

1. Вiдповiдь: 72 та 88.
Нехай k = anan−1 . . . a1 — десятковий запис числа k, який складається з n цифр, P (k)
— добуток цифр числа k.

Оскiльки P (k) = 25
8
k − 211 ≥ 0, то k ≥ 8

25
· 211 = 1688

25
> 66. З iншого боку,

P (k) ≤ an · 9n−1 ≤ an · 10n−1 ≤ k, тому 25
8
k − 211 ≤ k, або k ≤ 8

17
· 211 = 1688

17
< 100.

Число P (k) є цiлим, тому k дiлиться на 8. Якщо k дiлиться на 16, то P (k) = 25
8
k− 211

є непарним, що неможливо, бо остання цифра числа k парна. Залишилося перевiрити
всi числа мiж 66 та 100, якi дiляться на 8 та не дiляться на 16, тобто 72 та 88. Обидва
цi числа задовольняють умову.

2. Зауважимо, що sinx cosx = 1
2
sin 2x ≤ 1

2
. Звiдси

cos4 x+ sin4 x = (cos2 x+ sin2 x)2 − 2 cos2 x sin2 x = 1− 2(cosx sinx)2 ≥ 1
2
.

Тодi cos4 x+ sin4 x ≥ sin x cos x, а оскiльки 0 < x < π
2
, то sinx cosx > 0. Отже,

cos2 x ctg x+ sin2 x tg x =
cos3 x

sin x
+

sin3 x

cosx
=

cos4 x+ sin4 x

sin x cos x
≥ 1.

3. Проведемо дотичну CH до кола ω2 (рис. 6).
При гомотетiї з центром у точцi A, яка переводить
коло ω1 у коло ω2, пряма DE переходить у пряму
CH, тому DE ∥ CH i точка C є серединою дуги
DE. Тодi CE = CD та ∠CEB = ∠EDC = ∠EAC.
Отже, трикутники AEC та EBC подiбнi, звiдки
CB
CE

= CE
AC

. Тому CB ·AC = CE2 = CD2. Але за вла-
стивiстю дотичної та сiчної CB ·CA = CG2 = CF 2.
Таким чином, CD = CE = CF = CG, а тому точки
D, E, F, G лежать на колi з центром у точцi C.

4. Вiдповiдь: n = 4.
Можливий варiант для n = 4 зображений на рис. 7.
Розглянемо випадок n = 5. Без обмеження загаль-
ностi принаймнi три клiтинки у першому рядку є Рис. 6.

чорними. Назвемо три стовпчика квадрата, у яких знаходяться цi клiтинки, особли-
вими. Якщо в деякому рядку, крiм першого, в особливих стовпчиках є двi чорнi клi-
тинки, то iснує чотирикутник з усiма чорними кутами.

Отже, в кожному рядку, крiм першого, в особливих стовпчиках
принаймнi двi клiтинки мають бути бiлими. Але тодi на перетинi
деяких двох рядкiв та деякої пари особливих стовпчикiв знаходяться
бiлi клiтинки та iснує чотирикутник з усiма бiлими кутами. Таким
чином, шуканого квадрата розмiру 5× 5 не iснує. Рис. 7.
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5. Нехай a — iррацiональне число.
Якщо a2 /∈ Q, то вiзьмемо b = −a. У цьому випадку a+ b = 0 ∈ Q, ab = −a2 /∈ Q.
Якщо ж a2 ∈ Q, то вiзьмемо b = a2 − a. Тодi a + b = a2 ∈ Q, ab = a2(a − 1) /∈ Q,

оскiльки a2 ∈ Q, причому a ̸= 0, та a− 1 /∈ Q.
Тепер розглянемо c = 1

a
або c = 2

a
. Тодi ac дорiвнює 1 або 2, в обох випадках

ac є рацiональним числом. Помiтимо, що a + c = a2+1
a

або a + c = a2+2
a

. Оскiльки
a2+2
a

− a2+1
a

= 1
a
/∈ Q, то принаймнi одне з чисел a2+1

a
та a+ c = a2+2

a
є iррацiональним.

6. Вiдповiдь: f(x) ≡ 0 та f(x) ≡ x2.

Покладемо y = x2−f(x)
2

. Тодi

f
(

x2+f(x)
2

)
= f

(
x2+f(x)

2

)
+ 2(x2 − f(x)) · f(x),

звiдки
(
x2 − f(x)

)
f(x) = 0. Отже, для кожного дiйсного числа x маємо f(x) = 0 або

f(x) = x2. Окремо вiдмiтимо, що f(0) = 0.
Якщо f(x) = 0, то з умови випливає, що f(y) = f(x2 − y). При x = 0 звiдси

дiстаємо, що f(y) = f(−y). Якщо f(y) ̸= 0 та f(−y) ̸= 0, то y2 = (x2 − y)2 = (x2 + y)2,
звiдки x = 0. Таким чином, якщо f(y) ̸= 0 для деякого y, то f(x) = 0 лише при x = 0.
Тому або f(x) ≡ 0, x ∈ R, або f(x) ≡ x2, x ∈ R. Залишається перевiрити, що обидвi
функцiї задовольняють умову задачi.

Математичний експрес
1.1. Вiдповiдь: 9.

Позначимо x1, x2 коренi тричлена x2 + bx + c. Помiтимо, що |x1 − x2| =
√
D, де D —

дискримiнант тричлена. З рис. 1 видно, що |x1 − x2| = 3. Тодi D = 9.
1.2. Вiдповiдь: можна.
Помiтимо, що число 18! − 19 закiнчується цифрою 1. Будемо додавати до числа

на дошцi 10. При цьому завжди буде виходити число, яке закiнчується цифрою 1, а
отже є взаємно простим iз числом 10, так що операцiя можлива. Зрештою на дошцi
з’явиться число 18!− 19. Ми додамо до нього 19 i одержимо 18!

1.3. Без обмеження загальностi BC — менша основа трапецiї. Оскiльки 2AB =
AB + CD = BC + AD < 2AD, то AB < AD. Звiдси AC < AB + BC < AD + BC. На
променi AD вiдмiтимо точку M так, що CM ∥ BD (рис. 8). Тодi ∠ACM = ∠BOC,
CM = BD = AC, AM = AD +DM = AD + BC. Оскiльки AM > AC = CM, то AM
— найбiльша сторона трикутника ACM. Звiдси випливає, що ∠ACM > 60◦.

Рис. 8. Рис. 9.
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1.4. Виберемо систему координат так, щоб початок координат збiгався iз точкою
A1, а вiсь ординат — з прямою l (рис. 9). Тодi абсциса xi центра i-го квадрата дорiвнює
i/2, а ордината yi дорiвнює 1 + 2 + . . . + (i − 1) + i/2 = i2/2. Оскiльки yi = 2x2

i , то
центри всiх квадратiв належать параболi y = 2x2.

2.1. Вiдповiдь: нескiнченною.
Оскiльки всi числа вигляду (10n+2)2 = 102n+4·10n+4,
n ≥ 1, мають суму цифр 9, то розглянута множина є
нескiнченною.

2.2. Покажемо, що промiнь ND — бiсектриса ку-
та ∠MNK. Оскiльки CD = AC+AB

2
та CK = AC

2
, то

KD = CD − CK = AB
2
. Тодi KD = KN, а отже

∠KND = ∠KDN. Крiм того, ∠KDN = ∠DNM, бо
MN ∥ AC. Таким чином, ∠KND = ∠DNM (рис. 10).
Аналогiчно можна довести, що променi MQ та KP
— бiсектриси кутiв KMN та MKN вiдповiдно. Тому
прямi MQ, ND та KP перетинаються в однiй точцi.

Рис. 10.

2.3. Вiдповiдь: не може.
Припустимо, що такий набiр кiл iснує. Розглянемо всi кола, якi мiстять якийсь один iз
кольорiв, наприклад, червоний. Тодi кожен з iнших 23 кольорiв зустрiчається на цих
колах рiвно один раз. Оскiльки на кожному з цих кiл одна частина зафарбована в
червоний колiр, а двi частини — в iншi кольори, то для розфарбовування цих кiл крiм
червоного потрiбна парна кiлькiсть кольорiв, тодi як насправдi їх 23, суперечнiсть.

2.4. Кожнiй множинi {a, b, c} iз сумою елементiв, меншою за 95, поставимо у вiд-
повiднiсть множину {64− a, 64− b, 64− c}, сума елементiв якої бiльша за 97. Дiстали
взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж усiма трьохелементними пiдмножинами мно-
жини {1, 2, . . . , 63}, сума елементiв яких менша за 95, та деякими трьохелементними
пiдмножинами цiєї множини, сума елементiв яких бiльша за 95.

3.1. Вiдповiдь: не iснують.
Пiсля розкриття дужок i зведення подiбних одержимо x2 + xy + xz = yz, звiдки
(x + y)(x + z) = 2yz. Якщо x, y та z непарнi, то лiва частина дiлиться на 4, а права
нi, суперечнiсть.

3.2. Вiдповiдь: a
√
3.

I спосiб. Вiдкладемо на променi AC вiд-
рiзки AM = AB та AD = AK = 1

2
AC

(рис. 11). Оскiльки ∠BAM = 60◦, то
трикутник ABM рiвностороннiй i бiсе-
ктриса кута AMB проходить через то-
чку O — центр описаного кола трику-
тника ABC. Але D — середина AC, то-
му OD ⊥ AC та

BK = DM = OD ctg 30◦ = a
√
3. Рис. 11. Рис. 12.

II спосiб. Легко довести, що CK — висота трикутника ABC. Нехай H — точка пере-
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тину висот CK i BN (рис. 12). Добре вiдомо, що BH = 2a. Тодi з трикутника BHK
дiстаємо BK = BH sin 60◦ = a

√
3.

3.3. I спосiб. Через точку M проведемо прямi EG ∥ BC та FH ∥ AB. Позначимо
BF = a, BE = b, AE = c, FC = d (рис. 13). Тодi

AM =
√
a2 + c2, CM =

√
b2 + d2, BM =

√
a2 + b2, DM =

√
c2 + d2,

AM · CM +BM ·DM =
√
a2 + c2 ·

√
b2 + d2 +

√
a2 + b2 ·

√
c2 + d2.

За нерiвнiстю Кошi-Буняковського
√
a2 + c2 ·

√
b2 + d2 ≥ ab+ cd,

√
a2 + b2 ·

√
c2 + d2 ≥ ac+ bd.

Тому AM · CM +BM ·DM ≥ ab+ cd+ ac+ bd = (a+ d)(b+ c) = SABCD.

Рис. 13.

II спосiб. Виконаємо додатковi побудови як на рис. 13. Тодi

SABCD = SFKLH = 2SMCPD = 2SMCP + 2SMPD ≤
≤ MC · CP +MD ·DP = MC · AM +MD ·BM.

3.4. Вiдповiдь: k = 99.
Нехай a1, a2, . . . , a100 — записанi числа. Розглянемо многочлен

P (x) = (x+ a1)(x+ a2) . . . (x+ a100).

Цей многочлен 100-го ступеня набуває рiвнi значення в точках 0, 1, 2, . . . , k. Отже,
k ≤ 99. Рiвнiсть k = 99 можлива, наприклад, якщо в якостi початкового набору взяти
числа −99, −98, . . . , −1, 0.
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