
Äâàäöÿòèé Êè¨âñüêèé ìàòåìàòè÷íèé �åñòèâàëü

Âîëîäèìèð Áðàéìàí

1

òà Îëåêñié �óäåíêî

2

Öüîãî ðîêó òðàäèöiéíèé Êè¨âñüêèé ìiæíàðîäíèé ìàòåìàòè÷íèé �åñòèâàëü äëÿ

êîìàíä 8�10 êëàñiâ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè òà ïðè-

ðîäíè÷èõ íàóê âiäáóâñÿ îíëàéí. Ôåñòèâàëü ïðîâîäèòüñÿ ïî÷èíàþ÷è ç 2002 ðîêó ç

iíiöiàòèâè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, �içèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó ÍÒÓÓ

�ÊÏI�, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ �171 �Ëiäåð� òà çà ïiäòðèìêè Ïå÷åðñüêî¨ ðàéîííî¨

äåðæàâíî¨ àäìiíiñòðàöi¨ i �îëîâíîãî óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè ì. Êè¹âà.

Öüîãî ðîêó ó �åñòèâàëi âçÿëè ó÷àñòü êîìàíäè øêië òà ëiöå¨â Êè¹âà, Õàðêîâà,

Îäåñè, Ëüâîâà, Êðèâîãî �îãó, à òàêîæÌîñêâè, Ïåðìi, Õàáàðîâñüêà òà Êîìñîìîëüñüêà-

íà-Àìóði (�îñiÿ).

Ïðîïîíó¹ìî âàøié óâàçi ðåçóëüòàòè òà ìàòåðiàëè ïèñüìîâî¨ îëiìïiàäè �åñòèâàëþ.

Ïåðåìîæöi îëiìïiàäè

8 êëàñ

I ìiñöå

Ìàðèíà Ñïåêòðîâà (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

II ìiñöå

Ìàòâié Êóòàõ (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ, 7 êëàñ)

Äåíèñ �à�è÷ (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ)

III ìiñöå

ßðîñëàâ Iáðàãiìîâ (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

Îëåêñàíäð Áîðîäií (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ)

Âåíiàìií Áiáiê (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�, 7 êëàñ)

Ñòåïàí Ôåäóíÿê (Ëüâiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé)

Àíòîí Ñàëîâ (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

Iëëÿ Ôóðñîâ (ÍÂÊ �45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ�, ì. Õàðêiâ)

Iëëÿ Ëþäîãîâñüêèé (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�, 7 êëàñ)

Äiàíà �åçíi÷åíêî (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�, 7 êëàñ)

9 êëàñ

I ìiñöå

Iâàí Áîðòíîâñüêèé (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ëiöåé �161, ì. Õàðêiâ)

Iâàí Òîëñòîâ (øêîëà �2007, ì. Ìîñêâà)

Îëåêñié Òîëêà÷îâ (Ëüâiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé)

II ìiñöå

�ãîð Æàðiõií (ÍÂÊ �45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ�, ì. Õàðêiâ)

1

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé �àêóëüòåò ÊÍÓ iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

2

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

1



Ìèõàéëî Ñîðîêà (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

Äìèòðî Ëàáóçíèé (ëiöåé iííîâàöiéíèõ òåõíîëîãié, ì. Õàáàðîâñüê)

Êñåíiÿ Äðîçäîâà (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

III ìiñöå

Ïîëiíà �åíèê (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�)

Ìàðiÿ Íàçàðîâà (ëiöåé iííîâàöiéíèõ òåõíîëîãié, ì. Õàáàðîâñüê)

Ñòàíiñëàâ Ñóðìèëî (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ)

Äàð'ÿ �îëÿñîâà (ÍÂÊ �45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ�, ì. Õàðêiâ)

Þðié Ìiíÿéëèê (�iøåëü¹âñüêèé ëiöåé, ì. Îäåñà)

Iãîð Ôàñõóòäiíîâ (ëiöåé �208, ì. Êè¨â)

Âîëîäèìèð ×óá (ÍÂÊ �45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ�, ì. Õàðêiâ)

Äìèòðî Êóëiø (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

10 êëàñ

I ìiñöå

Àðòåì Ïiêîâåöü (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

II ìiñöå

Âàäèì �àññ¹¹â (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ)

Âàäèì Ïàøêîâñüêèé (Õàðêiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé �27)

Ñåìåí Àíäði¹öü (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�)

�îìàí ßíóøåâñüêèé (ïðèðîäíè÷î-íàóêîâèé ëiöåé �145, ì. Êè¨â)

III ìiñöå

Êîñòÿíòèí Øåì÷óê (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�)

Iðèíà �îíöîâñüêà (Ëüâiâñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé)

�åîðãié Êîâàëü (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ)

�ãîð Àâä¹¹â (Ìàëèé êàðàçiíñüêèé óíiâåðñèòåò/ÕÔÌË �27, ì. Õàðêiâ)

Àíòîí �àâðèëþê (ëiöåé �Íàóêîâà çìiíà�, ì. Êè¨â)

Âiêòîð Ñåðã¹¹â (iíæåíåðíà øêîëà, Êîìñîìîëüñüê-íà-Àìóði)

Ìèêèòà Ñëiñàð÷óê (ïðèðîäíè÷î-íàóêîâèé ëiöåé �145, ì. Êè¨â)

Äàíiië Òåïëîâ (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�)

Áîðèñ Òðåãóáåíêî (Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé �171 �Ëiäåð�)

Óìîâè çàäà÷

8 êëàñ

8.1. �îçâ'ÿçàòè ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ (3a− bc)(3b− ac)(3c− ab) = 1000.
8.2. Ó äåÿêèõ 11 êëiòèíêàõ êëiò÷àñòî¨ äîøêè æèâóòü ¨æàêè. Êîæåí ¨æàê ïîäiëèâ

êiëüêiñòü ¨æàêiâ ó ñâî¹ìó ðÿäêó íà êiëüêiñòü ¨æàêiâ ó ñâî¹ìó ñòîâï÷èêó. ×è ìîãëè ó

âñiõ ¨æàêiâ âèéòè ðiçíi ÷èñëà?

8.3. Íåõàé ω � îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC (AB > AC), E � ñåðåäèíà äóãè

AC, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó B, à F � ñåðåäèíà äóãè AB, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó C. Ïðÿìi
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AF òà BE ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P, ïðÿìi CF òà AE ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi R, à
äîòè÷íà äî ω â òî÷öi A ïåðåòèíà¹ ïðÿìó BC â òî÷öi Q. Äîâåñòè, ùî òî÷êè P,Q,R
ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

8.4. Çíàéòè âñi íàáîðè ç 63 öiëèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî êâàäðàò êîæíîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹
ñóìi âñiõ iíøèõ ÷èñåë òà íå âñi ÷èñëà ¹ îäíàêîâèìè.

8.5. Áiëüáî ñêëàäà¹ ÷èñëîâèé òðèêóòíèê ç íóëiâ òà îäèíèöü òàêèì ÷èíîì:

ó âåðõíüîìó ðÿäêó âií ïèøå äåÿêi n öè�ð, à â iíøèõ ðÿäêàõ ïiä ñóñiäíiìè

îäíàêîâèìè öè�ðàìè çàâæäè ïèøå 0, à ïiä ñóñiäíiìè ðiçíèìè öè�ðàìè � 1.

1 0 1 1 0
1 1 0 1
0 1 1
1 0
1

(Íà ðèñóíêó çîáðàæåíî ïðèêëàä òðèêóòíèêà ïðè n = 5.) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè Áiëüáî
ìîæå çàïîâíèòè âåðõíié ðÿäîê ïðè n = 100 òàê, àáè ó êîæíîìó ç n ðÿäêiâ òðèêóòíèêà

êiëüêiñòü îäèíèöü áóëà ïàðíîþ?

9 êëàñ

9.1. ×è ìîæíà âiäìiòèòè íà ïëîùèíi ÷îòèðè òî÷êè òàê, ùî âiäñòàíi âiä áóäü-ÿêî¨

òî÷êè äî òðüîõ iíøèõ óòâîðþþòü àðè�ìåòè÷íó ïðîãðåñiþ?

9.2. Ó äåêiëüêîõ êëiòèíêàõ êëiò÷àñòî¨ äîøêè æèâóòü ¨æàêè. Êîæåí ¨æàê ïîìíîæèâ

êiëüêiñòü ¨æàêiâ ó ñâî¹ìó ðÿäêó íà êiëüêiñòü ¨æàêiâ ó ñâî¹ìó ñòîâï÷èêó. ×è ìîãëè ó

âñiõ ¨æàêiâ âèéòè ðiçíi ÷èñëà?

9.3. Íåõàé AD � âèñîòà, AE � ìåäiàíà òà O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà

ABC. Âñåðåäèíi òðèêóòíèêà îáðàëè òî÷êèX òà Y òàê, ùî ∠BAX = ∠CAY, OX ⊥ AX
òà OY ⊥ AY. Äîâåñòè, ùî òî÷êè D,E,X, Y ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

9.4. Äèâ. çàäà÷ó 8.4.

9.5. Ôðîäî ñêëàäà¹ ÷èñëîâèé òðèêóòíèê ç íóëiâ òà îäèíèöü òàêèì ÷èíîì:

ó âåðõíüîìó ðÿäêó âií ïèøå äåÿêi n öè�ð, à â iíøèõ ðÿäêàõ ïiä ñóñiäíiìè

îäíàêîâèìè öè�ðàìè çàâæäè ïèøå 0, à ïiä ñóñiäíiìè ðiçíèìè öè�ðàìè � 1.

1 0 1 1 0
1 1 0 1
0 1 1
1 0
1

(Íà ðèñóíêó çîáðàæåíî ïðèêëàä òðèêóòíèêà ïðè n = 5.) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè Ôðîäî
ìîæå çàïîâíèòè âåðõíié ðÿäîê ïðè n = 100 òàê, àáè ó êîæíîìó ç n ðÿäêiâ òðèêóòíèêà

êiëüêiñòü îäèíèöü áóëà íåïàðíîþ?

10 êëàñ

10.1. Äèâ. çàäà÷ó 9.1.

10.2. Íåõàé a, b, c ≥ 0 òà a+ b+ c = 3. Äîâåñòè, ùî (3a− bc)(3b− ac)(3c− ab) ≤ 8.
10.3. ×è ïðè êîæíîìó n ≥ 2021 iñíó¹ n öiëèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî êâàäðàò êîæíîãî

÷èñëà äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ iíøèõ ÷èñåë òà íå âñi ÷èñëà ¹ îäíàêîâèìè?

10.4. Äèâ. çàäà÷ó 9.5.

10.5. Íåõàé ω � îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC (AB 6= AC), I � öåíòð âïèñàíîãî

êîëà, P � òî÷êà íà ω, äëÿ ÿêî¨ ∠API = 90◦, S � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ AP òà BC,
W � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ AI ç ω. Ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó W ïåðïåí-

äèêóëÿðíî äî AW, ïåðåòèíà¹ AP òà BC ó òî÷êàõ D òà E âiäïîâiäíî. Äîâåñòè, ùî

SD = IE.

Àâòîðè çàäà÷: �. Àçàðîâ (10.5), Â. Áðàéìàí (8.1, 8.2∼9.2, 9.1=10.1), Ì. Êóðñüêèé

(8.3, 9.3), Î. �óäåíêî (8.4=9.4∼10.3, 10.2), Î. �óäåíêî òà Â. Áðàéìàí (8.5∼9.5=10.4).

3



�îçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè

8.1. Âiäïîâiäü: ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ äà¹ òàêó æ îñòà÷ó ïðè äiëåííi íà 3,
ÿê ÷èñëî (−bc) · (−ac) · (−ab) = −(abc)2, òîáòî îñòà÷ó 0 àáî 2,
à ïðàâà ÷àñòèíà � îñòà÷ó 1. Òîìó ðiâíiñòü íåìîæëèâà.

8.2. Âiäïîâiäü: òàê, ìîãëè.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïðèêëàä êëiòèíîê, â ÿêèõ æèâóòü ¨æàêè,

òà ÷èñåë, ÿêi âîíè îòðèìàëè.

�èñ. 1.

8.3. Îñêiëüêè E, F � ñåðåäèíè äóã AC òà AB, òî BE � áiñåêòðèñà êóòà ABQ,
à AF � áiñåêòðèñà çîâíiøíüîãî êóòà ïðè âåðøèíi A öüîãî æ òðèêóòíèêà (ðèñ. 2).

Òîìó P � öåíòð çîâíiâïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABQ òà QP � áiñåêòðèñà êóòà ìiæ

ïðÿìèìè AQ òà BQ. Àíàëîãi÷íî R � öåíòð çîâíiâïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ACQ òà

QR � áiñåêòðèñà êóòà ìiæ ïðÿìèìè AQ òà BQ. Òàêèì ÷èíîì, QP òà QR � áiñåêòðèñè

âåðòèêàëüíèõ êóòiâ òà P −Q− R � îäíà ïðÿìà.

�èñ. 2.

8.4. Âiäïîâiäü: 39 ÷èñåë 2 òà 24 ÷èñåë −3 àáî 39 ÷èñåë 12 òà 24 ÷èñåë −13.
ßêùî íàáið ìiñòèòü ÷èñëà a òà b, òî êîæíå ç ÷èñåë a2 + a òà b2 + b äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ
÷èñåë íàáîðó. Îòæå, a2 + a = b2 + b, òîáòî (a − b)(a + b + 1) = 0. Òîìó ÿêùî b 6= a,
òî b = −a− 1. Òàêèì ÷èíîì, íàáið ìà¹ ñêëàäàòèñÿ ëèøå ç ïåâíî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë a òà
ïåâíî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë −a − 1. Íåõàé ó íàáîði ¹ k ÷èñåë a òà 63 − k ÷èñåë −a − 1, äå
0 < k < 63. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî a ≥ −a− 1, çâiäêè a ≥ 0.

Çà óìîâîþ a2 = (k − 1)a+ (63− k)(−a− 1), àáî

(2a+ 1)k = a2 + a+ 63(a+ 1) = (a+ 63)(a+ 1), çâiäêè k =
(a + 63)(a+ 1)

2a+ 1
.

Îñêiëüêè ÷èñëà a + 1 òà 2a+ 1 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî a+ 63 ìà¹ äiëèòèñÿ íà 2a+ 1. Òîäi
2(a+63)− (2a+1) = 125 òåæ äiëèòüñÿ íà 2a+1. Òàêèì ÷èíîì, 2a+1 ìà¹ äîðiâíþâàòè
1, 5, 25 àáî 125, òîáòî a äîðiâíþ¹ 0, 2, 12 àáî 62. Ïðè a = 0 òà a = 62 äiñòà¹ìî k = 63,
òîáòî âñi ÷èñëà ó íàáîði îäíàêîâi. Ïðè a = 2 òà a = 12 äiñòà¹ìî k = 39, òîáòî íàáið
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ñêëàäà¹òüñÿ ç 39 ÷èñåë 2 òà 24 ÷èñåë −3 àáî ç 39 ÷èñåë 12 òà 24 ÷èñåë −13. Öi íàáîðè
ñïðàâäi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó.

8.5. Âiäïîâiäü: 250 ñïîñîáàìè.
Ïîêàæåìî, ÿê ïîáóäóâàòè âñi òðèêóòíèêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó, ïî÷èíàþ÷è ç

íèæíiõ ðÿäêiâ òà ðóõàþ÷èñü âãîðó. Çðîçóìiëî, ùî ó íèæíüîìó ðÿäêó ñòî¨òü 0. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî âiäîìi âñi öè�ðè ó ðÿäêó äîâæèíè 2i− 1, öåé ðÿäîê ¹ ñèìåòðè÷íèì (òîáòî

îäíàêîâî ÷èòà¹òüñÿ çëiâà íàïðàâî òà ñïðàâà íàëiâî) òà éîãî ñåðåäíÿ öè�ðà öå 0. Òîäi
ó ðÿäêó äîâæèíè 2i äâi ñåðåäíi öè�ðè ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè, òîáòî öå àáî 0 0, àáî
1 1. ßêùî äâi ñåðåäíi öè�ðè âæå îáðàíî, òî âñi iíøi öè�ðè öüîãî ðÿäêà ìîæíà îäíî-
çíà÷íî âiäíîâèòè, ðóõàþ÷èñü âiä ñåðåäèíè âëiâî òà âïðàâî òà îáèðàþ÷è öè�ðè òàê,

àáè íàä 0 çàâæäè ñòîÿëè îäíàêîâi öè�ðè, à íàä 1 � ðiçíi. Ïðè öüîìó îñêiëüêè ðÿäîê

äîâæèíè 2i− 1 ñèìåòðè÷íèé, òî i ðÿäîê äîâæèíè 2i âèÿâèòüñÿ ñèìåòðè÷íèì, çîêðåìà
âií ãàðàíòîâàíî áóäå ìiñòèòè ïàðíó êiëüêiñòü îäèíèöü. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìi

âñi öè�ðè ó ðÿäêó äîâæèíè 2i òà âií ¹ ñèìåòðè÷íèì. ßêùî ó ðÿäêó äîâæèíè 2i + 1
îáðàíî ñåðåäíþ öè�ðó, òî âñi iíøi öè�ðè öüîãî ðÿäêà ìîæíà îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè,

ðóõàþ÷èñü âiä ñåðåäèíè âëiâî òà âïðàâî. Ïðè öüîìó ðÿäîê äîâæèíè 2i+ 1 âèÿâèòüñÿ
ñèìåòðè÷íèì. Âií áóäå ìiñòèòè ïàðíó êiëüêiñòü îäèíèöü, ÿêùî ñåðåäíÿ öè�ðà 0, òà
íåïàðíó êiëüêiñòü îäèíèöü, ÿêùî ñåðåäíÿ öè�ðà 1. Îòæå, ñåðåäíüîþ öè�ðîþ öüîãî

ðÿäêà ìà¹ áóòè 0.
Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ïîñëiäîâíî çàïîâíèòè ðÿäêè äîâæèíè 1, 2, 3, . . . , 100, ïðè÷îìó

êîæåí ðÿäîê ïàðíî¨ äîâæèíè âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ñïîñîáàìè, à êîæåí ðÿäîê íåïàðíî¨

äîâæèíè � ¹äèíèì ñïîñîáîì. Òîìó äiñòàíåìî 250 òðèêóòíèêiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó, òà âiäïîâiäíî 250 ìîæëèâèõ âåðõíiõ ðÿäêiâ.
9.1. Âiäïîâiäü: òàê, ìîæíà.

I ñïîñiá. Äîñòàòíüî âiäìiòèòè âåðøèíè ïðÿìîêóòíèêà çi ñòîðîíàìè 3 òà 4, àäæå
âiäñòàíi âiä áóäü-ÿêî¨ ç öèõ òî÷îê äî òðüîõ iíøèõ äîðiâíþþòü 3, 4 òà 5.

II ñïîñiá. �îçãëÿíåìî ðiâíîái÷íó òðàïåöiþ ç äîâæèíàìè îñíîâ 1 i 1+3a òà äîâæèíîþ
ái÷íî¨ ñòîðîíè 1+a, äå a > 0.Òàêà òðàïåöiÿ iñíó¹ çà óìîâè, ùî 1+(1+a)+(1+a) > 1+3a,
òîáòî 0 < a < 2. ßêùî äiàãîíàëü öi¹¨ òðàïåöi¨ äîðiâíþ¹ 1 + 2a, òî âåðøèíè òðàïåöi¨

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i. Îñêiëüêè òðàïåöiÿ ¹ âïèñàíîþ, òî çà òåîðåìîþ Ïòîëåìåÿ

¨¨ äiàãîíàëü ìàòèìå ïîòðiáíó äîâæèíó çà óìîâè, ùî 1 · (1 + 3a) + (1 + a)2 = (1 + 2a)2,

òîáòî 3a2−a−1 = 0. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêëàñòè a = 1+
√
13

6
òà çàóâàæèòè, ùî 0 < 1+

√
13

6
< 2.

9.2. Âiäïîâiäü: íi, íå ìîãëè.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ¨æàêè äiñòàëè ðiçíi äîáóòêè. Òîäi iñíó¹ ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê, â

ÿêîìó æèâóòü ïðèíàéìíi äâà ¨æàêè, áî iíàêøå êîæåí ¨æàê äiñòàâ áè äîáóòîê 1. �îç-
ãëÿíåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê, ó ÿêîìó íàéáiëüøå ¨æàêiâ. Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi ó

äåÿêîìó ðÿäêó n ≥ 2 ¨æàêiâ, à â óñiõ iíøèõ ðÿäêàõ òà ñòîâï÷èêàõ � íå áiëüøå çà n.
�æàêè, ÿêi æèâóòü ó öüîìó ðÿäêó, äiñòàëè n ðiçíèõ äîáóòêiâ âèãëÿäó nk, äå k ≤ n, áî ó
êîæíîìó ñòîâï÷èêó íå áiëüøå çà n ¨æàêiâ. Òîìó ó ðÿäêó çóñòði÷àþòüñÿ âñi äîáóòêè n,
2n, . . . , n2. �æàê, ÿêèé äiñòàâ äîáóòîê n2, æèâå ó ñòîâï÷èêó ç n ¨æàêàìè. Àíàëîãi÷íî

äî ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ó öüîìó ñòîâï÷èêó òåæ çóñòði÷àþòüñÿ âñi äîáóòêè n, 2n, . . . ,
n2. Àëå öå îçíà÷à¹, ùî äâà ðiçíi ¨æàêè äiñòàëè äîáóòîê n, ñóïåðå÷íiñòü.
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9.3. Íåõàé F, G � ñåðåäèíè AC òà AB âiäïîâiäíî (ðèñ. 3). Òîäi òî÷êè A, O, X, Y,
F, G ëåæàòü íà êîëi ç äiàìåòðîì AO. Îñêiëüêè çà óìîâîþ ∠GAX = ∠FAY, òî õîðäè
GX òà FY ¹ ðiâíèìè, çâiäêè XY ‖ FG ‖ BC. Íåõàé S � ñåðåäèíà AO. Îñêiëüêè
ïðîåêöiÿìè òî÷îê A òà O íà BC ¹ òî÷êè D òà E âiäïîâiäíî, òî ïðîåêöi¹þ òî÷êè S
íà BC ¹ ñåðåäèíà DE. Îòæå, òî÷êà S ëåæèòü íà ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿði äî

DE. Àëå S ëåæèòü i íà ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿði äî XY, ïðè÷îìó XY ‖ DE.
Òîìó âiäðiçêè DE òà XY ìàþòü ñïiëüíèé ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð. Çâiäñè DEXY
� ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ àáî ïðÿìîêóòíèê, à îòæå òî÷êè D,E,X, Y ëåæàòü íà îäíîìó

êîëi.

�èñ. 3.

9.5. Âiäïîâiäü: 250 ñïîñîáàìè.
Ïîìiòèìî, ùî ÿêùî çìiíèòè ïåðøó öè�ðó ó âåðõíüîìó ðÿäêó, òî çìiíÿòüñÿ ïåðøi

öè�ðè ó âñiõ ðÿäêàõ òðèêóòíèêà. Ïðè öüîìó ó êîæíîìó ðÿäêó òðèêóòíèêà çìiíèòüñÿ

ïàðíiñòü êiëüêîñòi îäèíèöü. Òîìó äîñòàòíüî âèçíà÷èòè, ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà

çàïîâíèòè âåðõíié ðÿäîê òàê, àáè ó êîæíîìó ç ðÿäêiâ òðèêóòíèêà êiëüêiñòü îäèíèöü

áóëà ïàðíîþ. Çãiäíî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 8.5 äiñòà¹ìî 250 ñïîñîáiâ.
10.2. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi (3a− bc)(3b− ac)(3c− ab) > 0, iíàêøå íåðiâíiñòü

î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ. Ïîêàæåìî, ùî òîäi óñi òðè ÷èñëà 3a−bc, 3b−ac òà 3c−ab äîäàòíi.
Ñïðàâäi, ÿêùî öå íå òàê, òî ñåðåä öèõ ÷èñåë ¹ äâà âiä'¹ìíèõ. Íåõàé, íàïðèêëàä, 3a−
bc < 0 òà 3b−ac < 0. Òîäi (3a−bc)+(3b−ac) = (a+b)(3−c) = (a+b)2 < 0, ñóïåðå÷íiñòü.

Çà íåðiâíiñòþ ìiæ ñåðåäíiìè

√

(3a− bc)(3b− ac) ≤
1

2

(

(3a− bc) + (3b− ac)
)

=
1

2
(a + b)2,

àíàëîãi÷íî

√

(3b− ac)(3c− ab) ≤
1

2
(b+ c)2 òà

√

(3a− bc)(3c− ab) ≤
1

2
(a+ c)2. Çâiäñè

(3a− bc)(3b− ac)(3c− ab) ≤
1

8
(a+ b)2(b+ c)2(a+ c)2 ≤ 8,

îñêiëüêè çíîâó çà íåðiâíiñòþ ìiæ ñåðåäíiìè

3

√

(a+ b)(b+ c)(a+ c) ≤
(a+ b) + (b+ c) + (a+ c)

3
=

2(a+ b+ c)

3
= 2.
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10.3. Âiäïîâiäü: íi.

Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî ÷èñëî 2n− 1 ïðîñòå, òî øóêàíèõ n ÷èñåë íå iñíó¹.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íàáið ç n öiëèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó. ßêùî íàáið
ìiñòèòü ÷èñëà a òà b, òî êîæíå ç ÷èñåë a2+a òà b2+ b äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ ÷èñåë íàáîðó.
Îòæå, a2+a = b2+b, òîáòî (a−b)(a+b+1) = 0. Òîìó ÿêùî b 6= a, òî b = −a−1. Òàêèì
÷èíîì, íàáið ìà¹ ñêëàäàòèñÿ ëèøå ç ïåâíî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë a òà ïåâíî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë
−a− 1. Íåõàé ó íàáîði ¹ k ÷èñåë a òà n− k ÷èñåë −a− 1, äå 0 < k < n. Áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî a ≥ −a− 1, çâiäêè a ≥ 0.

Çà óìîâîþ a2 = (k−1)a+(n−k)(−a−1), àáî (2a+1)k = a2+a+n(a+1) = (a+n)(a+1).

Çâiäñè k = (a+n)(a+1)
2a+1

. Îñêiëüêè ÷èñëà a+1 òà 2a+1 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî a+n ìà¹ äiëèòèñÿ
íà 2a+ 1. Òîäi 2(a + n)− (2a + 1) = 2n− 1 òåæ äiëèòüñÿ íà 2a + 1. Àëå ÷èñëî 2n− 1
ïðîñòå, îòæå 2a+1 = 1 àáî 2a+1 = 2n−1, òîáòî a = 0 àáî a = n−1. Ó îáîõ âèïàäêàõ

äiñòà¹ìî k = n, ñóïåðå÷íiñòü.
10.5. Íåõàé S ′

� òî÷êà íà ïðÿìié BC, äëÿ ÿêî¨ S ′I ⊥ AI, òà IP ′
� âèñîòà ïðÿìî-

êóòíîãî òðèêóòíèêà AIS ′
(ðèñ. 4). Òîäi S ′I2 = S ′P ′ · S ′A. Çà òåîðåìîþ ïðî �òðèçóá�

W � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà BIC. Îñêiëüêè S ′I � äîòè÷íà äî öüîãî êîëà,

òî S ′B · S ′C = S ′I2 = S ′P ′ · S ′A. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ′
ëåæèòü íà ω, à îòæå

P ′ = P òà S ′ = S. Òàêèì ÷èíîì, SI ⊥ AI, òîáòî SI ‖ DE òà DSIE � òðàïåöiÿ. Àáè

ïîêàçàòè, ùî öÿ òðàïåöiÿ ¹ ðiâíîái÷íîþ, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ∠SDE = ∠IED.

�èñ. 4.

Íåõàé PI âäðóãå ïåðåòèíà¹ ω â òî÷öi Q. Îñêiëüêè ∠APQ = 90◦, òî AQ � äià-

ìåòð êîëà ω, çâiäêè ∠AWQ = 90◦ òà Q ëåæèòü íà ïðÿìié DE. Îñêiëüêè ∠SDE =
∠QIW ÿê êóòè iç âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèìè ñòîðîíàìè, çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî

∠QIW = ∠IEQ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè WQI òà
WIE ïîäiáíi.

Îñêiëüêè òðèêóòíèêè WQB òà WBE ïîäiáíi (êóò ïðè âåðøèíi W ñïiëüíèé òà

∠WBE = ∠WBC = ∠WCB = ∠WQB), òî WB/WQ = WE/WB. Àëå çà òåîðåìîþ
ïðî �òðèçóá� WB = WI. Îòæå, WI/WQ = WE/WI òà ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè WQI
òà WIE ïîäiáíi, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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