
Äâàíàäöÿòèé Êè¨âñüêèé ìàòåìàòè÷íèé ôåñòèâàëü
Â. Áðàéìàí1, I. Ìàðòþøîâà2, Î. Ðóäåíêî3

Ç 8 ïî 11 òðàâíÿ öüîãî ðîêó â ìiñòi Êè¹âi âiäáóâñÿ òðàäèöiéíèé Êè¨âñüêèé ìiæ-
íàðîäíèé ìàòåìàòè÷íèé ôåñòèâàëü äëÿ êîìàíä 8-10 êëàñiâ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ ç ïîãëè-
áëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè òà ïðèðîäíè÷èõ íàóê. Ôåñòèâàëü ïðîâîäèòüñÿ ïî÷èíà-
þ÷è ç 2002 ðîêó ç iíiöiàòèâè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ôiçèêî-òåõíi÷íîãî
iíñòèòóòó ÍÒÓÓ �ÊÏI�, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171 �Ëiäåð� òà çà ïiäòðèìêè Ïå-
÷åðñüêî¨ ðàéîííî¨ äåðæàâíî¨ àäìiíiñòðàöi¨ i Ãîëîâíîãî óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè ì.
Êè¹âà. Ó÷àñíèêè ôåñòèâàëþ ïðîæèâàëè ó äèòÿ÷îìó íàâ÷àëüíî-îçäîðîâ÷îìó òàáîði
�Äíiïðî�, ó ìàëüîâíè÷îìó ïåðåäìiñòi Êè¹âà �� Êîí÷à-Çàñïi.

Öüîãî ðîêó ó ôåñòèâàëi âçÿëè ó÷àñòü óêðà¨íñüêi êîìàíäè Õàðêiâñüêîãî ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ �27, ÍÂÊ � 45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ� (ì. Õàðêiâ), Äíiïðîïå-
òðîâñüêîãî îáëàñíîãî ëiöåþ-iíòåðíàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ïðîôiëþ, Ëüâiâñüêîãî
ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ãiìíàçi¨ �17 (ì. Âiííèöÿ), ãiìíàçi¨
�28 (ì. Çàïîðiææÿ), çáiðíî¨ ì. ×åðíiãîâà �Ñiâåðÿíè� òà êè¨âñüêi êîìàíäè Óêðà¨íñüêî-
ãî ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, ãiìíàçi¨ �178, ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî ëiöåþ �145 òà,
çâiñíî, ëiöåþ �Ëiäåð�. Áiëîðóñü ïðåäñòàâëÿëà êîìàíäà ëiöåþ ÁÄÓ (ì. Ìiíñüê), Ãðóçiþ
� êîìàíäà 42-î¨ ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè iì. àêàäåìiêà I. Âåêóà (ì. Òáiëiñi), Åñòî-
íiþ � êîìàíäà Òèíiñìÿåñüêî¨ ðåàëüíî¨ øêîëè (ì. Òàëëiíí), Ðîñiþ � êîìàíäà ÖÄÎ
�Äèñòàíòíå íàâ÷àííÿ� Kostroma Open, êîìàíäà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè � 2007
(ì. Ìîñêâà) òà çáiðíà ì. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãó �Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�, Ñëîâà÷÷èíó � êî-
ìàíäà ãiìíàçi¨ iì. Ëþäîâiòà Øòóðà (ì. Òðåí÷èí).

Îñîáëèâiñòþ ôåñòèâàëþ ¹ íàñè÷åíà ìàòåìàòè÷íà � i íå òiëüêè � ïðîãðàìà: óñíà òà
ïèñüìîâà ìàòåìàòè÷íi îëiìïiàäè, �Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ�, �Ìàòåìàòè÷íà êàðóñåëü�,
ëåêöi¨ íàóêîâöiâ, îñîáèñòi òà êîìàíäíi êîíêóðñè ç ôiçèêè, çìàãàííÿ �Ùî? Äå? Êîëè?�,
åêñêóðñi¨ ïî ìiñòó òîùî.

Ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi ðåçóëüòàòè òà ìàòåðiàëè çìàãàíü ôåñòèâàëþ.

Ïåðåìîæöi óñíî¨ îëiìïiàäè (10 êëàñ).
I ìiñöå: Äiîìiäîâ �âãåí (Ðóñàíiâñüêèé ëiöåé, Êè¨â), Äóáîâà Ñîôiÿ (ÕÔÌË �27),

�ôiìåíêî Äìèòðî (ãiìíàçiÿ �178, Êè¨â), Êëiöóíîâ Àíäðié (ëiöåé ÁÄÓ), Ìàð÷åíêî
Ðîìàí (ëiöåé ÁÄÓ), Ïàëüêî Íàçàðié (ËÔÌË), Ïåòðåíêî Iâàí (Kostroma Open), Ñåð-
ãåé÷èê Äìèòðî (ÔÌØ �2007, Ìîñêâà), Ñìiðíîâ Äåíèñ (ÕÔÌË �27).

II ìiñöå: Áèñòðîâ Îëåêñié (Kostroma Open), Àëüîõiíà Àíàñòàñiÿ (�Ëiäåð�), Âî Äiíü
Òõàíü Ôîíã (ÕÔÌË �27).

III ìiñöå: Ëóêàøåâè÷ Äìèòðî (Kostroma Open), Ìåëåíòü¹âà Àäà (�Ëiäåð�), Ñâÿ-
òîêóì Ïîëiíà (ÕÔÌË �27), Öèíöåóñ Ãëiá (�Ëiäåð�), Çëîáiíà Êàòåðèíà (ÔÌØ �2007,
Ìîñêâà).

1ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò ÊÍÓ iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà
2Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé � 171 �Ëiäåð�
3Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
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Ïåðåìîæöi ïèñüìîâî¨ îëiìïiàäè
8 êëàñ

I ìiñöå: Áîíäàðåíêî Äåíèñ (�Ëiäåð�), Ïîíîìàðüîâ Ðîñòèñëàâ (ÕÔÌË �27), Ñiëiíà
Îëüãà (ÕÔÌË �27), �âðîïií Áîãäàí (�Ëiäåð�).

II ìiñöå: Àìiðîâ Iëüäàð (�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�), Àìiðîâ Ôàðiò (�Ïiâíi÷íà Ïàëü-
ìiðà�), Áàái¹íêî Iëëÿ (�Ëiäåð�), Áàëàêií Àíäðié (ÔÌØ �2007, Ìîñêâà), Ãðèãîðü¹â
Âëàäèñëàâ (Kostroma Open), Ìiíàêîâ Ñòàíiñëàâ (ÀÃ �45, Õàðêiâ), Ðiçíèê Âàëåðié
(ÀÃ �45, Õàðêiâ), Ñåðäþê Ìàêñèì (ÕÔÌË �27), Òðåñêóíîâ Äåíèñ (�Ëiäåð�), Óëüÿíi÷
Ìèõàéëî (ÕÔÌË �27), Óðàçîâñüêèé Àíäðié (ÕÔÌË �27), Ôàì Õîàíã Âi¹ò (ÕÔÌË
�27).

III ìiñöå: Çàòåïÿêií Ìèõàéëî (�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�), Êîñòþøêî Àíòîí (�Ëiäåð�),
Ðàòàðîâ Äàíèëî (�Ëiäåð�), Óôiìöåâà Ñîôiÿ (ÀÃ �45, Õàðêiâ), Êiââà ßðîñëàâ (�Ëi-
äåð�), Ãóíüêî Îëåêñàíäð (ãiìíàçiÿ �178, Êè¨â), Äåì÷èøèí Äåíèñ (ãiìíàçiÿ �28, Çà-
ïîðiææÿ), Çàêóñèëî Âiòàëié (�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�), Êîñþê Iâàí (�Ëiäåð�), Íãóåí ×óíã
Êèîíã (�Ëiäåð�), Ðèáàëêî Ïîëiíà (ÀÃ �45, Õàðêiâ), Òðàêòèíñüêèé Âiòàëié (ÄÎËI-
ÔÌÏ), Òóìàê Îëåêñàíäðà (ËÔÌË), Ùîãîë¹âà Àíàñòàñiÿ (�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�), Êåð-
íåð Ïàóëü (ÒÐØ, Òàëëiíí).

9 êëàñ
I ìiñöå: Àëüîõiíà Àíàñòàñiÿ (�Ëiäåð�), Âiòÿçü Âàëåíòèí (Ëiöåé ÁÄÓ), Âî Äiíü

Òõàíü Ôîíã (ÕÔÌË �27), Äóáîâà Ñîôiÿ (ÕÔÌË �27), Æèëåíêî Òàðàñ (ÕÔÌË
�27), Íiêîëà¹â Îëåã (ÕÔÌË �27), Îøëÿíñüêèé Àíäðié (�Ëiäåð�), Ñåðãåé÷èê Äìè-
òðî (ÔÌØ �2007, Ìîñêâà), Ñìiðíîâ Äåíèñ (ÕÔÌË �27), Õîòÿ¨íöåâà Íàòàëiÿ (ÏÍË
�145, Êè¨â), ßêîâëåâ Iâàí (�Ëiäåð�).

II ìiñöå: Ãiíçáóðã Ìèõàéëî (�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�), Êëiì÷óê Ãàííà (ÔÌØ �2007,
Ìîñêâà), Ëiïàðòiÿ Íiíî (ÕÔÌË �27), Ïàñòóùàê Áîãäàí (ËÔÌË), Ïåòðîâ Ñòåïàí
(�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�), Øìåëüîâ Àðòåì (�Ïiâíi÷íà Ïàëüìiðà�).

III ìiñöå: Êîëÿäåíêî Ïàâëî (ÏÍË �145, Êè¨â), Êàçüìií �âãåí (ÓÔÌË), Íiêîëà¹â
Îëåêñàíäð (Kostroma Open), Áàøèíñüêèé Âëàñ (ÓÔÌË), Ñîêîòóí Ìèêèòà (�Ëiäåð�),
Àèàçi Ôiëiï (Ãiìíàçiÿ iì. Ë. Øòóðà, Òðåí÷èí), Ãðèãîð'¹â Ìèêèòà (ÏÍË �145, Êè-
¨â), Iãíàòîâè÷ Iãîð (Kostroma Open), Ìåëåíòü¹âà Àäà (�Ëiäåð�), Íàçàðêåâè÷ Ãàííà
(ËÔÌË), Ñóøêî Ïåòðî (Kostroma Open), Øóëiêîâ Àðñåíié (ÄÎËIÔÌÏ).

10 êëàñ
I ìiñöå: Ïàëüêî Íàçàðié (ËÔÌË), Ñâÿòîêóì Ïîëiíà (ÕÔÌË �27).
II ìiñöå: Çëîáiíà Êàòåðèíà (ÔÌØ �2007, Ìîñêâà), Ïåòðåíêî Iâàí (Kostroma

Open), Äiîìiäîâ �âãåí (Ðóñàíiâñüêèé ëiöåé, Êè¨â).
III ìiñöå: Áèñòðîâ Îëåêñié (Kostroma Open), Áðîäþê Ñåðãié (ËÔÌË), Âîðîáéîâ

Òèìóð (ÔÌØ �2007, Ìîñêâà), Iâàíîâà Êiðà (ÄÎËIÔÌÏ), Êëiöóíîâ Àíäðié (Ëiöåé
ÁÄÓ), Êóêóëÿíñüêèé Àíòîí (Ëiöåé ÁÄÓ), Ìàð÷åíêî Ðîìàí (Ëiöåé ÁÄÓ), ×îðíèé
Ìèõàéëî (ÓÔÌË).
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Óìîâè çàäà÷
Îëiìïiàäà
8 êëàñ

1. Ó 4 ÿùèêàõ ëåæàòü 24 ÿáëóêà. Õðîáàê-îïòèìiñò âïåâíåíèé, ùî ìîæå ç'¨ñòè íå áiëüøå
ïîëîâèíè ÿáëóê òàê, ùîá ó äåÿêèõ 3 ÿùèêàõ ÿáëóê ñòàëî ïîðiâíó. ×è ìîæå âèÿâèòèñÿ,
ùî âií íåïðàâèé?
2. Ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n ≥ 2 ÷èñëî n2 ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó äåêiëüêîõ ðiçíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 2n?
3. Íåõàé ABCD ïàðàëåëîãðàì (AB < BC). Áiñåêòðèñà êóòà BAD ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó
BC ó òî÷öi K, à áiñåêòðèñà êóòà ADC ïåðåòèíà¹ äiàãîíàëü AC ó òî÷öi F . Âiäîìî, ùî
KD ⊥ BC. Äîâåñòè, ùî KF ⊥ BD.
4. Åëüçà ìàëþ¹ íà êàðòi 2013 ìiñò òà ñïîëó÷à¹ äåÿêi ç íèõ N äîðîãàìè. Ïîòiì Åëüçà òà
Ñüþçi ïî ÷åðçi çàêðåñëþþòü ìiñòà, ïîêè íå çàëèøèòüñÿ ðiâíî äâà ìiñòà (ïåðøå ìiñòî
çàêðåñëþ¹ Åëüçà). ßêùî öi ìiñòà ñïîëó÷åíi äîðîãîþ, òî âèãðà¹ Åëüçà, à ÿêùî íi, òî
Ñüþçi. Çíàéòè íàéìåíøå N , ïðè ÿêîìó Åëüçà ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ.
5. ×è iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà a 6= b, ùî a+ b ¹ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
à a3 + b3 ¹ ÷åòâåðòèì ñòåïåíåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

9 êëàñ
1. Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c, d òàêèõ, ùî a+ c 6 ac òà b+ d 6 bd, äîâåñòè,
ùî ab+ cd > 8.
2. Ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n ≥ 2 ÷èñëî n2 ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 3n

2
?

3. Äèâ. çàäà÷ó 8.3.
4. Äèâ. çàäà÷ó 8.4.
5. Äèâ. çàäà÷ó 8.5.

10 êëàñ
1. Äèâ. çàäà÷ó 9.2.
2. Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c, d òàêèõ, ùî a+ c 6 ac òà b+ d 6 bd, äîâåñòè,
ùî

ab

a+ b
+

bc

b+ c
+

cd

c+ d
+

da

d+ a
≥ 4.

3. Äèâ. çàäà÷ó 8.3.
4. Ñüþçi ìàëþ¹ íà êàðòi 2013 ìiñò òà ñïîëó÷à¹ äåÿêi ç íèõ N äîðîãàìè (äâà ìiñòà àáî
ñïîëó÷åíi ¹äèíîþ äîðîãîþ, àáî íå ñïîëó÷åíi). Ïîòiì Ñüþçi òà Åëüçà ïî ÷åðçi çàêðåñëþ-
þòü ìiñòà, ïîêè íå çàëèøèòüñÿ ðiâíî äâà ìiñòà (ïåðøå ìiñòî çàêðåñëþ¹ Ñüþçi). ßêùî
öi ìiñòà ñïîëó÷åíi äîðîãîþ, òî âèãðà¹ Åëüçà, à ÿêùî íi, òî Ñüþçi. Çíàéòè íàéìåíøå
N , ïðè ÿêîìó Åëüçà ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ.
5. Äèâ. çàäà÷ó 8.5.
Àâòîðè çàäà÷: Â. Áðàéìàí (8.1, 8.4=9.4∼10.4), Ì. Ðîæêîâà (8.3=9.3=10.3), Î. Ðó-
äåíêî (8.2∼9.2=10.1, 8.5=9.5=10.5, 9.1∼10.2).
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Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà (10 êëàñ)
1. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë x, y i z äîâåñòè íåðiâíiñòü x2 + xy2 + xyz2 ≥ 4xyz − 4.
2. Íà êîëi ω ðàäióñà r âçÿëè òî÷êè A i B òàêi, ùî AB <

√
3r. Êîëî ç öåíòðîì ó

òî÷öi B i ðàäióñîì AB ïåðåòèíà¹ ω ó òî÷öi C. Âñåðåäèíi êîëà ω âçÿëè òî÷êó P òàêó,
ùî òðèêóòíèê ABP ¹ ïðàâèëüíèì. Ïðÿìà CP ïåðåòèíà¹ ω ó òî÷öi Q. Äîâåñòè, ùî
PQ = r.
3. Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê çi ñòîðîíîþ n,
ðîçäiëåíèé íà òðèêóòíèêè çi ñòîðîíîþ 1 ÿê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 1. Íåõàé f(n) � êiëüêiñòü øëÿõiâ ç âåðõíüîãî
òðèêóòíèêà ó ñåðåäíié òðèêóòíèê ó íèæíüîìó ðÿä-
êó òàêèõ, ùî êîæåí íàñòóïíèé òðèêóòíèê íà øëÿ-
õó ìà¹ ñïiëüíó ñòîðîíó ç ïîïåðåäíiì, i øëÿõ íiêîëè
íå éäå âãîðó (ç áiëüø íèçüêîãî ðÿäêà ó áiëüø âèñî-
êèé), ïðè÷îìó æîäåí òðèêóòíèê íå ïðîõîäèòüñÿ äâi-
÷i. Ïðèêëàä ïðè n = 5 çîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Çíàéòè
f(2013). Ðèñ. 1.
4. Ðîçãëÿíåìî 70-öèôðîâi ÷èñëà n òàêi, ùî êîæíà ç öèôð âiä 1 äî 7 çóñòði÷à¹òüñÿ ó ¨õ
çàïèñi 10 ðàçiâ, à öèôðè 8, 9 òà 0 âiäñóòíi. Äîâåñòè, ùî æîäíå ÷èñëî òàêîãî âèãëÿäó
íå äiëèòüñÿ íà æîäíå iíøå ÷èñëî öüîãî âèãëÿäó.
5.Íåõàé n� íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çíàéòè íàéáiëüøå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî f(n) (ùî çàëåæèòü
âiä n) ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó äiéñíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an òàêèõ,
ùî a1 + a2 + . . .+ an � öiëå ÷èñëî, iñíó¹ òàêå i, ùî

∣∣ai − 1
2

∣∣ ≥ f(n).
6. Íåõàé S � ìíîæèíà ç 9 ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, óñi ïðîñòi äiëüíèêè ÿêèõ íå
ïåðåâèùóþòü 3. Äîâåñòè, ùî S ìiñòèòü 3 ðiçíèõ ÷èñëà, äîáóòîê ÿêèõ ¹ òî÷íèì êóáîì.

Óïîðÿäíèê çàâäàíü: I. Ìàðòþøîâà.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ (8-9 êëàñè)
1 òóð4

1.1. Äëÿ ôàðáóâàííÿ îäíi¹¨ ãðàíè êóáèêà ïîòðiáíî 10 ñåêóíä. Çà ÿêèé íàéìåíøèé ÷àñ
6 îñiá ìîæóòü ïîôàðáóâàòè 101 êóáèê? (Äâi îñîáè íå ìîæóòü îäíî÷àñíî ôàðáóâàòè
îäèí êóáèê.)
1.2. ×è iñíóþòü òàêi 2013 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî æîäíà ñóìà äåêiëüêîõ iç öèõ ÷èñåë
íå ¹ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?
1.3. Â îïèñàíîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD ñòîðîíè AD i BC ïàðàëåëüíi. Äîâåñòè, ùî
AD +BC ≥ 2

√
S, äå S � ïëîùà ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.

1.4. Íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxy çîáðàçèòè ìíîæèíó òî÷îê, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿ x3 + y3 + 3xy = 1.

2 òóð
4Íà âèêîíàííÿ çàâäàíü êîæíîãî òóðó êîìàíäàì âiäâîäèòüñÿ 25 õâèëèí.
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2.1. Çàäàíà ôóíêöiÿ
f(x) =

{ −x− 2, ÿêùî x < −1,
x, ÿêùî x ≥ −1.

Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ y = f(f(x)).
2.2. ßêi çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè âèðàç x

√
1 + y2 + y

√
1 + x2, ÿêùî

xy +
√

(1 + x2)(1 + y2) = 2?

2.3. ×åðåç òî÷êó A äî äàíîãî êîëà ïðîâåäåíî äîòè÷íi AM i AN (M i N � òî÷êè
äîòèêó) òà ïðÿìó, ÿêà ïåðåòèíà¹ êîëî ó òî÷êàõ P i Q. Íåõàé L � ñåðåäèíà âiäðiçêà
PQ. Äîâåñòè, ùî ∠MLA = ∠NLA.
2.4. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

√
99−√

98 +
√
97−√

96 + . . .+
√
3−√

2 +
√
1 > 5.

3 òóð
3.1. Ðîçâ'ÿçàòè ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ 2(x2 + xy + y2) = 3x− y.
3.2. ×è ìîæíà çíà÷åííÿ âèðàçó 2(20132014 + 1) ïîäàòè ÿê ñóìó êâàäðàòiâ äâîõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë?
3.3.Ôiãóðà íà ïëîùèíi îáìåæåíà ÷îòèðüîõëàíêîâîþ ëàìà-
íîþ ABCDE, âñi ëàíêè ÿêî¨ ðiâíi, à êóòè ìiæ ñóñiäíiìè
ëàíêàìè ïðÿìi (A,B,C,D � âåðøèíè êâàäðàòà, D � ñå-
ðåäèíà âiäðiçêà AE), i äóãîþ AE êîëà iç öåíòðîì ó òî÷öi
C i ðàäióñîì CA (ðèñ. 2). Ðîçðiæòå öþ ôiãóðó íà äâi ðiâíi
ôiãóðè. Ðèñ. 2.3.4. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ íåñêií÷åííî¨ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç íåíóëüîâîþ ðiçíèöåþ,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êâàäðàòiâ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
Óïîðÿäíèêè çàâäàíü: Â. Ïîëîíñüêèé òà Ì. ßêið.

Ðîçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè.
Îëiìïiàäà

8.1. Âiäïîâiäü: Ìîæå.
Íàïðèêëàä, ÿêùî â ÿùèêàõ ëåæàòü 0, 2, 11 òà 11 ÿáëóê, òî õðîáàêó äîâåäåòüñÿ ç'¨ñòè
àáî ùîíàéìåíøå 13 ÿáëóê, ùîá â 3 ÿùèêàõ ñòàëî ïî 0 ÿáëóê, àáî 18 ÿáëóê, ùîá â 3
ÿùèêàõ ñòàëî ïî 2 ÿáëóêà.
8.2. Âiäïîâiäü: Ïðè âñiõ n ≥ 2.
Iíäóêöi¹þ çà n íåâàæêî äîâåñòè, ùî n2 = 1+3+5+ . . .+(2n− 1). Ñïðàâäi, ïðè n = 1
öå î÷åâèäíî òà ÿêùî ïðè n = k ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü 1 + 3 + 5 + . . . + (2k − 1) = k2, òî
ïðè n = k + 1 äiñòàíåìî 1 + 3 + 5 + . . .+ (2k − 1) + (2k + 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.

8.3. Íåõàé äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O, à áiñåêòðèñà êóòà BAD
ïåðåòèíà¹ äiàãîíàëü BD ó òî÷öi E (ðèñ. 3). Çà âëàñòèâiñòþ áiñåêòðèñè BE/ED =
AB/AD < 1. Òîìó òî÷êà E ëåæèòü íà âiäðiçêó BO, OB = 1

2
(BE + ED) òà OE =
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1
2
(ED − BE). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî OE

OB
= AD−AB

AD+AB
. Àíàëîãi÷íî òî÷êà F ëåæèòü íà âiä-

ðiçêó CO òà
OF

OC
=

AD − CD

AD + CD
=

AD − AB

AD + AB
=

OE

OB
.

Îòæå, òðèêóòíèêè BOC òà EOF ãîìîòåòè÷íi, çâiäêè EF ‖ BC. Òîìó EF ⊥ KD.
Äàëi, ∠EAD+∠FDA = 1

2
(∠BAD+∠CDA) = 90◦, çâiäêè AE ⊥ DF. Òàêèì ÷èíîì, F

� òî÷êà ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíèêà EKD, à òîìó KF ⊥ ED.

Ðèñ. 3.
8.4. Âiäïîâiäü: N = 1006.

Ïðè N = 1006 âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ìà¹ Åëüçà. Âîíà ìîæå ðîçáèòè âñi ìiñòà íà
1006 ïàð (îäíå ìiñòî çàëèøèòüñÿ áåç ïàðè), à äîðîãàìè ñïîëó÷èòè ìiñòà ó êîæíié ïà-
ði. Ïåðøèì õîäîì Åëüçà çàêðåñëþ¹ ìiñòî, ÿêå çàëèøèëîñü áåç ïàðè, à äàëi çàâæäè
çàêðåñëþ¹ ìiñòî, ÿêå óòâîðþ¹ ïàðó ç ìiñòîì, ùîéíî çàêðåñëåíèì Ñüþçi. Òîäi íàïðè-
êiíöi çàëèøàòüñÿ äâà ìiñòà ç îäíi¹¨ ïàðè, ÿêi ñïîëó÷åíi äîðîãîþ, òîáòî âèãðà¹ Åëüçà.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè N ≤ 1005 âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ìà¹ íå Åëüçà, à Ñüþçi. Ñïðàâäi,
ÿêùî ïåðåä ¨¨ õîäîì íà êàðòi ¹ õî÷à á îäíà äîðîãà, ùî ñïîëó÷à¹ äâà íåçàêðåñëåíèõ
ìiñòà, Ñüþçi ìîæå çàêðåñëèòè îäíå ç íèõ. Òîäi ïiñëÿ êîæíîãî õîäó Ñüþçi çìåíøó¹òüñÿ
êiëüêiñòü äîðiã, ÿêi ñïîëó÷àþòü íåçàêðåñëåíi ìiñòà (çà óìîâè, ùî ïåðåä ¨¨ õîäîì ïðè-
íàéìíi îäíà òàêà äîðîãà áóëà). Ïiä ÷àñ ãðè Åëüçà çàêðåñëþ¹ 1006 ìiñò, à Ñüþçi � 1005
ìiñò. Òîìó ïðè N ≤ 1005 íà êàðòi íå çàëèøèòüñÿ æîäíî¨ äîðîãè ìiæ íåçàêðåñëåíèìè
ìiñòàìè, òîáòî Ñüþçi âèãðà¹.

Òàêèì ÷èíîì, Åëüçà âèãðà¹, ÿêùî íà êàðòi áóäå ùîíàéìåíøå 1006 äîðiã (çðîçóìiëî,
ùî òîäi âîíà âèãðà¹ i ïðè âñiõ N ≥ 1006.)
8.5. Âiäïîâiäü: Iñíóþòü.
Íàïðèêëàä, óìîâó çàäà÷i çàäîâîëüíÿþòü ÷èñëà a = 8(83+33), b = 3(83+33), äëÿ ÿêèõ

a+ b = (8 + 3)2(82 − 8 · 3 + 32) = 772, a3 + b3 = (83 + 33)4.

Çàóâàæåííÿ. Ïîêàæåìî, ÿê ïîáóäóâàòè øóêàíi ÷èñëà. ßêùî ÷èñëà a òà b ìàþòü
ñïiëüíèé äiëüíèê d, òî a = nd, b = kd, äå n, k � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Çâiäñè
a3 + b3 = (n3 + k3)d3, à îòæå ïðè n3 + k3 = d äiñòàíåìî, ùî a3 + b3 = d4. Òàêèì ÷èíîì,
÷èñëà a òà b äîöiëüíî øóêàòè ó ôîðìi a = n(n3 + k3), b = k(n3 + k3). Òîäi

a+ b = (n+ k)(n3 + k3) = (n+ k)2(n2 − nk + k2).
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Çàëèøèëîñü çíàéòè íàòóðàëüíi ÷èñëà n 6= k, äëÿ ÿêèõ n2 − nk + k2 ¹ ïîâíèì
êâàäðàòîì. Íåõàé n2−nk+k2 = (n−l)2, äå l � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi (k−2l)n = k2−l2,
çâiäêè n = k2−l2

k−2l
. Íàéïðîñòiøèé ñïîñiá çàáåçïå÷èòè, àáè n áóëî öiëèì � ïîêëàñòè

k = 2l+1, òîäi n = (2l+1)2− l2 = 3l2+4l+1. Çîêðåìà ïðè l = 1 äiñòà¹ìî k = 3, n = 8.

9-é êëàñ
9.1. Çàóâàæèìî, ùî (a+ c)2 ≥ 4ac ≥ 4(a+ c), à îòæå a+ c ≥ 4. Àíàëîãi÷íî b+ d ≥ 4.
Òàêèì ÷èíîì,

ab+ cd ≥ 2
√
abcd ≥ 2

√
(a+ c)(b+ d) ≥ 8.

9.2. Âiäïîâiäü: Ïðè âñiõ n ≥ 2.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ïàðíi òà íåïàðíi n.

ßêùî n = 2k + 1, òî

n2 = (2k + 1)2 = (k + 1) + (k + 2) + . . .+ (3k + 1)

(òóò çàïèñàíî ñóìó àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 2k + 1 ïîñëiäîâíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä k + 1 äî 3k + 1).

ßêùî n = 2k, òî

n2 = 4k2 = k + (k + 1) + . . .+ (2k − 1) + (2k + 1) + . . .+ (3k − 1) + 3k

(ñïðàâäi, ÿêùî äîäàòè äî çàïèñàíî¨ ñóìè ÷èñëî 2k, òî äiñòàíåìî àðèôìåòè÷íó ïðîãðå-
ñiþ ç 2k+1 ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä k äî 3k, ñóìà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 4k2 +2k).

10-é êëàñ
10.2. Çàóâàæèìî, ùî

a+ b

ab
+

b+ c

bc
+

c+ d

cd
+

d+ a

da
= 2

(
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d

)
= 2

(
a+ c

ac
+

b+ d

bd

)
≤ 4.

Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë x1, x2, x3, x4 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(
x1 + x2 + x3 + x4

)( 1

x1

+
1

x2

+
1

x3

+
1

x4

)
≥ 16.

Òîìó

ab

a+ b
+

bc

b+ c
+

cd

c+ d
+

da

d+ a
≥

≥1

4

(
ab

a+ b
+

bc

b+ c
+

cd

c+ d
+

da

d+ a

)(
a+ b

ab
+

b+ c

bc
+

c+ d

cd
+

d+ a

da

)
≥ 4.
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10.4. Âiäïîâiäü: N = 2013·2012
2

− 1005 = 2024073.
ßêáè êîæíi äâà ìiñòà áóëè ñïîëó÷åíi äîðîãîþ, òî áóëî áè ïðîâåäåíî 2013·2012

2
äîðiã.

ßêùî äåÿêi äâà ìiñòà íå ñïîëó÷åíî äîðîãîþ, òî áóäåìî êàçàòè, ùî ¨õ ñïîëó÷åíî àíòè-
äîðîãîþ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó êàðòó, íà ÿêié çàìiñòü äîðiã çîáðàæåíî àíòèäîðîãè.
Òîäi ãðó ç óìîâè çàäà÷i ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê: Ñüþçi ìàëþ¹ íà êàðòi 2013 ìiñò
òà ñïîëó÷à¹ äåÿêi ç íèõ àíòèäîðîãàìè. Ïîòiì Ñüþçi òà Åëüçà ïî ÷åðçi çàêðåñëþþòü
ìiñòà, ïîêè íå çàëèøèòüñÿ ðiâíî äâà ìiñòà (ïåðøå ìiñòî çàêðåñëþ¹ Ñüþçi). ßêùî öi
ìiñòà ñïîëó÷åíi àíòèäîðîãîþ, òî âèãðà¹ Ñüþçi, à ÿêùî íi, òî Åëüçà. Àëå öå � ãðà ç
çàäà÷i 8.3, â ÿêié äiâ÷àòà ïîìiíÿëèñü ìiñöÿìè. Òîìó Åëüçà ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ
äëÿ ïåâíî¨ êiëüêîñòi àíòèäîðiã òîäi òà ëèøå òîäi, êîëè â çàäà÷i 8.3 äëÿ òàêî¨ êiëüêîñòi
äîðiã ñòðàòåãiþ ìà¹ Ñüþçi, òà íàâïàêè. Îòæå, Åëüçà ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ, ÿêùî
àíòèäîðiã 1005 àáî ìåíøå, à Ñüþçi � ÿêùî àíòèäîðiã 1006 àáî áiëüøå.

Òàêèì ÷èíîì, Åëüçà âèãðà¹, ÿêùî íà êàðòi áóäå ùîíàéáiëüøå 1005 àíòèäîðiã, òîáòî
ùîíàéìåíøå 2013·2012

2
− 1005 äîðiã.

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà

1. Çàóâàæèìî, ùî
x2 ≥ 4x− 4, y2 ≥ 4y − 4, z2 ≥ 4z − 4.

Òîäi
x2 + xy2 + xyz2 ≥(4x− 4) + x(4y − 4) + xy(4z − 4) =

=4x− 4 + 4xy − 4x+ 4xyz − 4xy = 4xyz − 4.

2. Íåõàé O � öåíòð êîëà ω (ðèñ. 4). Ïîçíà÷èìî ∠PCB = ∠CPB = α. ×îòèðèêóòíèê
QABC ¹ âïèñàíèì, òîìó ∠BAQ = 180◦−α, çâiäêè ∠PAQ = 120◦−α. Òàêîæ ∠APQ =
180◦ − ∠APB − ∠BPC = 120◦ − α, òîìó AQ = PQ i ∠AQC = 2α − 60◦. Çíîâó
ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî QABC âïèñàíèé, îòðèìà¹ìî, ùî ∠ABC = 180◦ − ∠AQC =
240◦ − 2α. Òðèêóòíèêè OAB i OCB ðiâíi, îñêiëüêè OA = OB = OC = r i AB = BC.
Òîìó ∠ABO = ∠CBO = 1

2
∠ABC = 120◦ − α. Çàëèøèëîñü ïîìiòèòè, ùî òðèêóòíèêè

AQP òà AOB ðiâíi, áî ∠PAQ = ∠BAO = ∠APQ = ∠ABO òà AP = AB. Çâiäñè
QP = OB = r.

Ðèñ. 4.
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3. Âiäïîâiäü: 2012!
Ïîêàæåìî, ùî f(n) = (n− 1)! Ïîçíà÷èìî ãîðèçîí-
òàëüíi âiäðiçêè ó òðèêóòíèêó l1, l2, . . . ÿê íà ðèñ. 5.
Î÷åâèäíî, ùî êîæåí øëÿõ ïåðåòèíà¹ êîæíó ç ëiíié
l1, l2, . . . , ln−1 ðiâíî îäèí ðàç. Äiàãîíàëüíi ëiíi¨ ðîç-
áèâàþòü lk íà k îäèíè÷íèõ âiäðiçêiâ, i øëÿõ ïåðå-
òèíà¹ ðiâíî îäèí ç íèõ (íà ðèñ. 5 öi âiäðiçêè âèäiëå-
íî). Øëÿõ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì ç n−1
îäèíè÷íèõ âiäðiçêiâ, ÿêi âií ïåðåòèíà¹. Îñêiëüêè ¹
1 ·2 ·3 · . . . · (n−1) = (n−1)! ñïîñîáiâ ïåðåòèíó øëÿ-
õîì n− 1 ãîðèçîíòàëüíèõ ëiíié, òî f(n) = (n− 1)!
Çîêðåìà f(2013) = 2012!

Ðèñ. 5.

4. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëà a òà b ìàþòü âêàçàíèé âèãëÿä, b > a i b äiëèòüñÿ íà a. Òîäi
b−a òåæ äiëèòüñÿ íà a. Ñóìà öèôð êîæíîãî iç ÷èñåë a i b äîðiâíþ¹ 10(1+2+ . . .+7) =
280. Îòæå, a íå äiëèòüñÿ íà 3, à b− a äiëèòüñÿ íà 9. Àëå òîäi b− a äiëèòüñÿ íà 9a, ùî
íåìîæëèâî, îñêiëüêè ÷èñëî 9a ¹ 71-öèôðîâèì.
5. Âiäïîâiäü:

f(n) =

{
0, ÿêùî n ïàðíå;
1
2n
, ÿêùî n íåïàðíå.

Íåõàé n ïàðíå. Òîäi ÿêùî a1 = a2 = . . . = an = 1
2
, òî ñóìà a1 + a2 + . . .+ an ¹ öiëîþ òà∣∣ai − 1

2

∣∣ = 0 äëÿ âñiõ i. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f(n) = 0 äëÿ âñiõ ïàðíèõ n.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî íåïàðíå n = 2m+ 1. Íåõàé

∣∣ai − 1
2

∣∣ < 1
2n
, òîáòî

n−1
2n

< ai <
n+1
2n

, 1 ≤ i ≤ n.

Òîäi
m = n−1

2
< a1 + a2 + . . .+ an < n+1

2
= m+ 1,

à îòæå ñóìà a1 + a2 + . . .+ an íå ¹ öiëîþ, ñóïåðå÷íiñòü. Òîìó
∣∣ai − 1

2

∣∣ ≥ 1
2n

ïðèíàéìíi
äëÿ îäíîãî i.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî n = 2m+1 òà a1 = . . . = a2m+1 =
m

2m+1
, òî a1+ . . .+ a2m+1 = m

òà ∣∣ai − 1
2

∣∣ = 1
2
− m

2m+1
= 1

2(2m+1)
= 1

2n
, 1 ≤ i ≤ 2m+ 1.

Òîìó f(n) = 1
2n

ïðè âñiõ íåïàðíèõ n.

6. Ðîçãëÿíåìî òàáëèöþ 3 × 3, ðÿäêè òà ñòîâï÷èêè ÿêî¨ çàíóìåðîâàíi ÷èñëàìè âiä 0
äî 2. Çàïèøåìî êîæíå ÷èñëî âèãëÿäó 2a3b ç ìíîæèíè S ó êëiòèíêó, íîìåðàìè ðÿäêà
òà ñòîâï÷èêà ÿêî¨ ¹ çàëèøêè âiä äiëåííÿ ÷èñåë a òà b íà 3. Ó çàäà÷i âèìàãà¹òüñÿ
äîâåñòè, ùî äåÿêi òðè ÷èñëà îïèíÿòüñÿ ó êëiòèíêàõ, ñóìà íîìåðiâ ðÿäêiâ òà ñóìà
íîìåðiâ ñòîâï÷èêiâ ÿêèõ äiëÿòüñÿ íà 3. ßêùî â äåÿêié êëiòèíöi çàïèñàíî ïðèíàéìíi
òðè ÷èñëà, òî öå î÷åâèäíî. Íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî ó êîæíié êëiòèíöi ùîíàéáiëüøå äâà
÷èñëà. Òîäi ÷èñëà ¹ ïðèíàéìíi â 5 êëiòèíêàõ òàáëèöi. ßêùî ÷èñëà ¹ â óñiõ êëiòèíêàõ
äåÿêîãî ðÿäêà àáî äåÿêîãî ñòîâï÷èêà, òî ìîæíà âçÿòè ïî îäíîìó ÷èñëó ç öèõ êëiòèíîê.
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Çàëèøèëîñü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ó
5 êëiòèíêàõ òàáëèöi ¹ ÷èñëà, àëå ó êîæíîìó
ðÿäêó òà ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó ¹ âiëüíà êëi-
òèíêà. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ òà
ñòîâï÷èêiâ äiñòàíåìî îäíó ç òàáëèöü, çîáðà-
æåíèõ íà ðèñ. 6 (òóò x1, x2, x3 òà y1, y2, y3 �
äåÿêi ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 0, 1, 2, à êëiòèíêè ç
÷èñëàìè çàôàðáîâàíi). Ðèñ. 6.

Äëÿ îáîõ òàáëèöü íà ðèñ. 6 çíàéäóòüñÿ òðè êëiòèíêè ç ÷èñëàìè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ
ó ïîïàðíî ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ñòîâï÷èêàõ, òà çàëèøà¹òüñÿ âçÿòè ïî îäíîìó ÷èñëó ç öèõ
êëiòèíîê.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ
1.1. Âiäïîâiäü: 1010 ñåê.
Çðîçóìiëî, ùî ÷àñ ôàðáóâàííÿ áóäå íàéìåíøèì, ÿêùî âäàñòüñÿ òàê ðîçïîäiëèòè ðî-
áîòó, ùîá óñi îñîáè ïðàöþâàëè âiä ïî÷àòêó äî êiíöÿ. Öå ìîæíà çðîáèòè, íàïðèêëàä,
òàêèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó êîæíà îñîáà ôàðáó¹ ïî 15 êóáèêiâ, òîáòî ïî 90 ãðàíåé. Íà öå
âèòðà÷à¹òüñÿ 900 ñåêóíä. Íàñòóïíi 60 ñåêóíä 5 îñiá ôàðáóþòü ïî 1 êóáèêó, à îäíà îñî-
áà � ïî îäíié ãðàíi 6 êóáèêiâ, ùî çàëèøèëèñÿ. Íàðåøòi, çà îñòàííi 50 ñåêóíä êîæíà
îñîáà ôàðáó¹ ïî 5 ãðàíåé 6 êóáèêiâ, ó ÿêèõ âæå ïîôàðáîâàíî îäíó ãðàíü. Ó öüîìó
âèïàäêó íà ôàðáóâàííÿ áóäå âèòðà÷åíî 1010 ñåê.
1.2. Âiäïîâiäü: Iñíóþòü.
Íàïðèêëàä, óìîâó çàäîâîëüíÿþòü ÷èñëà 10, 103, 105, . . . , 102·2013−1. Áóäü-ÿêà ñóìà äå-
êiëüêîõ iç öèõ ÷èñåë çàêií÷ó¹òüñÿ íåïàðíîþ êiëüêiñòþ íóëiâ, à îòæå íå ¹ êâàäðàòîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
1.3. Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî ABCD � òðàïåöiÿ àáî ðîìá. Ó îáîõ âèïàäêàõ S = AD+BC

2
h,

äå h� âèñîòà (ðèñ. 7). Î÷åâèäíî, ùî h ≤ AB+CD
2

= AD+BC
2

.Ìà¹ìî (AD+BC)2

4
≥ S. Çâiäñè

AD +BC ≥ 2
√
S.

Ðèñ. 7.
1.4. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìîþ òîòîæíiñòþ

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc).

Ìà¹ìî (x+y−1)(x2+y2+1−xy+x+y) = 0. Òàêèì ÷èíîì, äàíå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå
ñóêóïíîñòi [

x+ y − 1 = 0,
x2 + y2 + 1− xy + x+ y = 0.
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Ïåðåòâîðèìî äðóãå ðiâíÿííÿ:
2x2 + 2y2 + 2− 2xy + 2x+ 2y = 0, (x− y)2 + (x+ 1)2 + (y + 1)2 = 0,

çâiäêè x = −1, y = −1.
Îòæå, øóêàíà ìíîæèíà � îá'¹äíàííÿ ïðÿìî¨ x+y−1 = 0 i òî÷êè (−1;−1) (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Ðèñ. 9.
2.1. Âiäïîâiäü: Äèâ. ðèñ. 9.
Ïîìiòèìî, ùî f(x) = |x+ 1| − 1. Òîäi

f(f(x)) =
∣∣|x+ 1| − 1 + 1

∣∣− 1 = |x+ 1| − 1.

2.2. Âiäïîâiäü:
√
3, −√

3.
Íåõàé x

√
1 + y2 + y

√
1 + x2 = A. Òîäi

2 + A = xy +
√

(1 + x2)(1 + y2) + x
√

1 + y2 + y
√
1 + x2 =

(√
x2 + 1 + x

)(√
y2 + 1 + y

)
,

2− A = xy +
√

(1 + x2)(1 + y2)− x
√

1 + y2 − y
√
1 + x2 =

(√
x2 + 1− x

)(√
y2 + 1− y

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
(√

x2 + 1+x
)(√

x2 + 1−x
)
=

(√
y2 + 1+y

)(√
y2 + 1−y

)
= 1, äiñòà¹ìî

(2 + A)(2 − A) = 4 − A2 = 1, çâiäêè A2 = 3. Òîìó A =
√
3 àáî A = −√

3. Îáèäâà öi
çíà÷åííÿ äîñÿãàþòüñÿ âiäïîâiäíî ïðè x =

√
3, y = 0 òà x = −√

3, y = 0.
2.3. Ïîçíà÷èìî O öåíòð äàíîãî êîëà (ðèñ. 10). Îñêiëüêè êîæåí ç êóòiâ OMA,ONA
òà OLA äîðiâíþ¹ 90◦, òî òî÷êè A,M,N òà L íàëåæàòü êîëó ç äiàìåòðîì AO. Êóòè
MLA òà NLA ¹ âïèñàíèìè â öå êîëî i ñïèðàþòüñÿ íà ðiâíi õîðäè AM òà AN.

Ðèñ. 10.
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2.4. Ïîçíà÷èìî S ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi, ÿêó ñëiä äîâåñòè. Äëÿ êîæíîãî a ≥ 0 ìà¹ìî
√
a+ 1−√

a =
1√

a+ 1 +
√
a
>

1√
a+ 2 +

√
a+ 1

=
√
a+ 2−√

a+ 1.

Òîäi √
99−

√
98 >

√
100−

√
99,√

97−
√
96 >

√
98−

√
97,

. . .√
3−

√
2 >

√
4−

√
3,√

1−
√
0 >

√
2−

√
1.

Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî öi íåðiâíîñòi, äiñòàíåìî S >
√
100−S. Çâiäñè 2S > 10, òîáòî S > 5.

3.1. Âiäïîâiäü: (2;−2), (0; 0).
Çàïèøåìî äàíå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi 2x2+(2y− 3)x+2y2+ y = 0 òà ðîçãëÿíåìî éîãî ÿê
êâàäðàòíå âiäíîñíî x. Âèçíà÷èìî, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ y äèñêðèìiíàíò öüîãî ðiâíÿííÿ
¹ íåâiä'¹ìíèì. Ìà¹ìî D = 4y2 − 12y + 9− 16y2 − 8y = −12y2 − 20y + 9.

Ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi −12y2 − 20y + 9 ≥ 0 ¹ ïðîìiæîê
[
−10−√

208
12

; −10+
√
208

12

]
. Öåé

ïðîìiæîê ìiñòèòü òiëüêè òðè öiëi ÷èñëà: −2,−1, 0.
Ïðè y = −2 ìà¹ìî 2x2 − 7x+ 6 = 0, çâiäêè x = 2 àáî x = 3

2
.

Ïðè y = −1 ìà¹ìî 2x2 − 5x+ 1 = 0, êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ íå ¹ öiëèìè.
Ïðè y = 0 ìà¹ìî 2x2 = 3x, çâiäêè x = 0 àáî x = 3

2
.

3.2. Âiäïîâiäü: Ìîæíà.
Íåõàé 20131007 = 2k + 1. Òîäi

2((2k + 1)2 + 1) = 8k2 + 8k + 4 = 4k2 + 4k2 + 8k + 4 = (2k)2 + (2k + 2)2.

3.3. Ïîòðiáíå ðîçðiçàííÿ çîáðàæåíå íà ðèñ. 11.
Ëiíiÿ ðîçðiçó � ëàìàíà CMK � ¹ îáðàçîì ëà-
ìàíî¨ CBA ïðè ïîâîðîòi íà êóò 45◦ çà ãîäèííè-
êîâîþ ñòðiëêîþ ç öåíòðîì ó òî÷öi C.
3.4.Íåõàé ÷èñëà a2n, a2n+1, a

2
n+2 � ïîñëiäîâíi ÷ëå-

íè àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ (an, an+1, an+2 � íà-
òóðàëüíi ÷èñëà). Òîäi a2n+1 − a2n = a2n+2 − a2n+1.
Çâiäñè Ðèñ. 11.

(an+1 − an)(an+1 + an) = (an+2 − an+1)(an+2 + an+1).

Îñêiëüêè an+1+an < an+2+an+1, òî an+1−an > an+2−an+1.Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü
bn = an+1 − an, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ¹ ñïàäíîþ, à òàêà ïîñëiäîâíiñòü
íå ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ.
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