
Îäèíàäöÿòèé Êè¨âñüêèé ìàòåìàòè÷íèé ôåñòèâàëü
Â. Áðàéìàí1, I. Ìàðòþøîâà2, Î. Ðóäåíêî3

Ç 29 êâiòíÿ ïî 2 òðàâíÿ öüîãî ðîêó ó ìàëüîâíè÷îìó ïåðåäìiñòi Êè¹âà � Êîí÷à-
Çàñïi � âiäáóâñÿ òðàäèöiéíèé Êè¨âñüêèé ìiæíàðîäíèé ìàòåìàòè÷íèé ôåñòèâàëü äëÿ
êîìàíä 8-10 êëàñiâ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè òà ïðè-
ðîäíè÷èõ íàóê. Ôåñòèâàëü ïðîâîäèòüñÿ ïî÷èíàþ÷è ç 2002 ðîêó ç iíiöiàòèâè Iíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ôiçèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó ÍÒÓÓ �ÊÏI�, Êè¹âî-
Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171 �Ëiäåð� òà çà ïiäòðèìêè Ïå÷åðñüêî¨ ðàéîííî¨ äåðæàâíî¨
àäìiíiñòðàöi¨ i Ãîëîâíîãî óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè ì. Êè¹âà. Â÷åòâåðòå ôåñòèâàëü
ïðîõîäèâ ïiä ïàòðîíàòîì Íàöiîíàëüíî¨ êîìiñi¨ Óêðà¨íè ó ñïðàâàõ ÞÍÅÑÊÎ. Öüîãî
ðîêó ó ôåñòèâàëi âçÿëè ó÷àñòü 17 êîìàíä ç Óêðà¨íè, Ðîñi¨, Áiëîðóñi, Ìîëäîâè, Ðó-
ìóíi¨ òà Ñëîâà÷÷èíè. Îñîáëèâiñòþ ôåñòèâàëþ ¹ íàñè÷åíà ìàòåìàòè÷íà � i íå òiëüêè
� ïðîãðàìà: óñíà òà ïèñüìîâà ìàòåìàòè÷íi îëiìïiàäè, �Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ�, �Ìà-
òåìàòè÷íà êàðóñåëü�, îñîáèñòi òà êîìàíäíi êîíêóðñè ç ôiçèêè, çìàãàííÿ �Ùî? Äå?
Êîëè?�, åêñêóðñi¨ ïî ìiñòó òîùî.

Óìîâè çàäà÷
Îëiìïiàäà
8 êëàñ

1. ×è ìîæíà ðîçìiñòèòè íà ïëîùèíi 2012 ðiçíèõ êië ç îäíàêîâèì äiàìåòðîì òàêèì
÷èíîì, ùîá êîæíå êîëî äîòèêàëîñü ÿê ìiíiìóì äî òðüîõ iíøèõ?
2. Íåõàé O � öåíòð òà R � ðàäióñ êîëà ω, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC. Êîëî
ω1 ç öåíòðîì O1 òà ðàäióñîì R ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A, O òà ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AC
â òî÷öi K. Íåõàé AF � äiàìåòð êîëà ω òà òî÷êè F, K, O1 ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.
Çíàéòè ∠ABC.
3. Ñòî ñðiáíèõ ìîíåò âèêëàäåíî â îäíó ëiíiþ. ×àðiâíèê ìîæå ïåðåòâîðèòè ñðiáíó ìî-
íåòó â çîëîòó çà 3 ñåêóíäè. Êîæíà çîëîòà ìîíåòà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ïîðó÷ iç ìîíåòîþ,
ùî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ, çìåíøó¹ öåé ÷àñ íà 1 ñåêóíäó. Çà ÿêèé íàéìåíøèé ÷àñ ÷àðiâíèê
ìîæå ïåðåòâîðèòè âñi ìîíåòè â çîëîòi?
4. Çíàéòè âñi òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà a, b, c áiëüøi çà 1, ùî ab + 1 äiëèòüñÿ íà c, bc + 1
äiëèòüñÿ íà a òà ca+ 1 äiëèòüñÿ íà b.
5. Äåêiëüêà ó÷íiâ ðiçíîãî çðîñòó ñòîÿòü ó ðÿä. ßêáè âîíè âèøèêóâàëèñÿ çà çðîñòîì
òàê, ùîá ñïðàâà ñòîÿâ íàéâèùèé, òî êîæåí ó÷åíü çìiñòèâñÿ á íå áiëüøå, íiæ íà 8
ïîçèöié. Äîâåñòè, ùî ïðàâîðó÷ âiä êîæíîãî ó÷íÿ ñòî¨òü ùîíàéáiëüøå 8 ó÷íiâ, ÿêi
íèæ÷i çà íüîãî.

9 êëàñ
1. Äèâ. çàäà÷ó 8.1.

1ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò ÊÍÓ iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà
2Êè¹âî-Ïå÷åðñüêèé ëiöåé � 171 �Ëiäåð�
3Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
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2. Äëÿ äîäàòíèõ x, y, z âèêîíó¹òüñÿ x+ y + z ≤ 1. Äîâåñòè, ùî
( 1
x
− 1)( 1

y
− 1)(1

z
− 1) ≥ 8.

3. Íåõàé O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Íà ñòîðîíàõ AB òà AC âiäìiòè-
ëè òî÷êè D òà E âiäïîâiäíî òàê, ùî ∠ADO = ∠AEO = 60◦ òà ÷îòèðèêóòíèê BDEC
âïèñàíèé. ×è îáîâ'ÿçêîâî òðèêóòíèê ABC ¹ ðiâíîáåäðåíèì?
4. Äèâ. çàäà÷ó 8.4.
5. Ó øàõòi ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ðiâíiâ âèäîáóâà¹ ðóäó ñêií÷åííà êiëüêiñòü ãíîìiâ.
Ùîäíÿ â îäèí i òîé æå ÷àñ îäèí ãíîì ç êîæíîãî ðiâíÿ, íà ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ðiâíî
n = 2, 3, . . . ãíîìiâ, îïóñêà¹òüñÿ íà n − 1 ðiâíiâ íèæ÷å. Äîâåñòè, ùî ïî÷èíàþ÷è ç
äåÿêîãî ìîìåíòó íà êîæíîìó ðiâíi áóäå íå áiëüøå îäíîãî ãíîìà.

10 êëàñ
1. ×è ìîæíà ðîçìiñòèòè íà ïëîùèíi 2012 ðiçíèõ êië ç îäíàêîâèì äiàìåòðîì òàêèì
÷èíîì, ùîá êîæíå êîëî äîòèêàëîñü ðiâíî äî òðüîõ iíøèõ?
2. Äèâ. çàäà÷ó 9.3.
3. Äëÿ äîäàòíèõ x, y, z âèêîíó¹òüñÿ x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx ≤ 1. Äîâåñòè, ùî

( 1
x
− 1)( 1

y
− 1)(1

z
− 1) ≥ 9

√
6− 19.

4. Äèâ. çàäà÷ó 8.4.
5. Ó øàõòi ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ðiâíiâ âèäîáóâà¹ ðóäó ñêií÷åííà êiëüêiñòü ãíîìiâ.
Ùîäíÿ â îäèí i òîé æå ÷àñ îäèí ãíîì ç êîæíîãî ðiâíÿ, íà ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ðiâíî
n = 1, 2, 3, . . . ãíîìiâ, îïóñêà¹òüñÿ íà n ðiâíiâ íèæ÷å. Äîâåñòè, ùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
ìîìåíòó íà êîæíîìó ðiâíi áóäå íå áiëüøå îäíîãî ãíîìà.
Àâòîðè çàäà÷: Â. Áðàéìàí (9.3=10.2), Î. Ðèáàê (8.5), Ì. Ðîæêîâà (8.2), Î. Ðóäåíêî
(8.1=9.1∼10.1, 8.3, 9.2∼10.3, 9.5∼10.5).

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà (10 êëàñ)
1. Äæîí ïîêðèâ ñiðíèêàìè îäíàêîâî¨ äîâæèíè âñi ñòîðîíè äåÿêîãî ïàðàëåëîãðàìà.
Òàêîæ âií âèÿâèâ, ùî ìiã áè ïîêðèòè i äiàãîíàëi öüîãî ïàðàëåëîãðàìà, âèêîðèñòàâøè
7 i 9 ñiðíèêiâ âiäïîâiäíî. Ñêiëüêîìà ñiðíèêàìè Äæîí ïîêðèâ ñòîðîíè?
2. Çíàéòè óñi ôóíêöi¨ f : N→ N, ÿêi ïðè âñiõ n ∈ N çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n.

3. Íà ñòîðîíàõ AB i AC òðèêóòíèêà ABC âiäìiòèëè òàêi òî÷êè K i L âiäïîâiäíî, ùî
BK = CL. Íåõàé P � òî÷êà ïåðåòèíó âiäðiçêiâ BL i CK, à M � òàêà âíóòðiøíÿ òî÷êà
âiäðiçêà AC, ùî ïðÿìà MP ïàðàëåëüíà áiñåêòðèñi êóòà BAC. Äîâåñòè, ùî CM = AB.
4. Ó øêîëi íàâ÷àþòüñÿ 2012 õëîï÷èêiâ i 2012 äiâ÷àòîê. Êîæåí ó÷åíü âiäâiäó¹ íå áiëüøå
100 ãóðòêiâ. Âiäîìî, ùî áóäü-ÿêi äâà ó÷íi ïðîòèëåæíî¨ ñòàòi âiäâiäóþòü õî÷à á îäèí
ñïiëüíèé ãóðòîê. Äîâåñòè, ùî ¹ ãóðòîê, ÿêèé âiäâiäóþòü ïðèíàéìíi 11 õëîï÷èêiâ òà
11 äiâ÷àòîê.
5. Ðiçíèöÿ êóáiâ äâîõ ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ n2, äå n � íàòóðàëüíå
÷èñëî. Äîâåñòè, ùî n ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó äâîõ êâàäðàòiâ.
6. Íàçâåìî òàáëèöþ m × n (4 ≤ m ≤ n) ãàðíîþ, ÿêùî â êîæíó ¨¨ êëiòèíêó ìîæíà
çàïèñàòè ÷èñëî 0 àáî 1 òàê, ùî
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1) íå âñi ÷èñëà â òàáëèöi ¹ îäíàêîâèìè;
2) êiëüêiñòü îäèíèöü â óñiõ êâàäðàòàõ 3× 3 îäíàêîâà;
3) êiëüêiñòü îäèíèöü â óñiõ êâàäðàòàõ 4× 4 îäíàêîâà.
Çíàéòè âñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (m,n), 4 ≤ m ≤ n, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ãàðíà òàáëèöÿ

m× n.

Óïîðÿäíèê çàâäàíü: I. Ìàðòþøîâà.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ (8-9 êëàñè)
1 òóð4

1.1. Ðiçíi ÷èñëà x òà y ¹ òàêèìè, ùî x
y
+ x = y

x
+ y. Çíàéòè çíà÷åííÿ, ÿêèõ ìîæå

íàáóâàòè âèðàç 1
x
+ 1

y
.

1.2. Íàòóðàëüíå ÷èñëî, öèôðè ÿêîãî éäóòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ (çëiâà íàïðàâî), ïî-
ìíîæèëè íà 9. ßêèõ çíà÷åíü ìîæå íàáóâàòè ñóìà öèôð îòðèìàíîãî ÷èñëà?
1.3. Ïðî ÷èñëà a, b òà c âiäîìî, ùî a+ b+ c = 4 òà
a2+ b2+ c2 = 6. ßêîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ìîæå
íàáóâàòè a?
1.4. Íà ãiïîòåíóçi AB ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà
ABC âiäìiòèëè òî÷êè M i N òàê, ùî AM = BN
(äèâ. ðèñóíîê). Íà êàòåòàõ AC i BC âiäìiòèëè òî-
÷êè P i Q âiäïîâiäíî. Äîâåñòè, ùî

MP + PQ+QN ≥ AB.

2 òóð
2.1. Çíàéòè âñi ïàðè ÷èñåë (x, y), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

√
x2 + 1 +

√
y2 + 1 = x2 + y2 + 2.

2.2. Ïðî íàòóðàëüíi ÷èñëà a, b òà c âiäîìî, ùî a + b + c = 878. ßêîþ íàéáiëüøîþ
êiëüêiñòþ íóëiâ ìîæå çàêií÷óâàòèñÿ äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà abc?
2.3. Âçâîä ñêëàäà¹òüñÿ ç 24 ñîëäàòiâ. Êîæíîãî äíÿ íà ÷åðãóâàííÿ çàñòóïàþòü òðî¹
ñîëäàòiâ. ×è ìîæíà ñêëàñòè ãðàôiê ÷åðãóâàíü òàê, ùîá áóäü-ÿêi äâà ñîëäàòè ÷åðãó-
âàëè ðàçîì ðiâíî îäèí ðàç?
2.4. Ó ïàðàëåëîãðàìi ABCD âiäîìî, ùî AC = 2AB. Ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð äî
äiàãîíàëi BD ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC ó òî÷öi M. Çíàéòè âiäíîøåííÿ BM : MC.

3 òóð
3.1. Çíàéäiòü óñi ïðîñòi ÷èñëà, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ñêëàäåíèõ ÷èñåë.
3.2. Ó òðàïåöi¨ ABCD äîâæèíà ái÷íî¨ ñòîðîíè AB äîðiâíþ¹ ñóìi äîâæèí îñíîâ BC
i AD. Äîâåäiòü, ùî òî÷êà ïåðåòèíó áiñåêòðèñ êóòiâ A òà B íàëåæèòü ñòîðîíi CD.
3.3. Ðîçâ'ÿæiòü ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ñèñòåìó ðiâíÿíü

{
x3 = 4(y4 + z4),
x2 = 2(y + z).

4Íà âèêîíàííÿ çàâäàíü êîæíîãî òóðó êîìàíäàì âiäâîäèòüñÿ 25 õâèëèí.
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3.4. Ïðî ìíîãî÷ëåí P (x) = x2012+a1x
2011+ . . .+a2011x+a2012 âiäîìî, ùî P (1) = P (−1),

P (2) = P (−2), . . . , P (1006) = P (−1006). ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ
çíà÷åíü x âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü P (x) = P (−x)?

Óïîðÿäíèêè çàâäàíü: Â. Ïîëîíñüêèé òà Ì. ßêið.

Ðîçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè.
Îëiìïiàäà

8.1. Âiäïîâiäü: Òàê, ìîæíà.
Íà ðèñóíêó ïîêàçàíî, ÿê ðîçìiñòèòè ïîòðiáíèì ÷èíîì 7 àáî 10 êië. Çàëèøèëîñü ðîç-
áèòè 2012 êië íà 6 ãðóï ïî 7 êië òà 197 ãðóï ïî 10 êië.

8.2. Âiäïîâiäü: 75◦ àáî 105◦.
Çðîçóìiëî, ùî òðèêóòíèê AOO1 ðiâíîñòîðîí-
íié, à îòæå ∠AO1O = 60◦, òà ∠AO1F = 90◦.
Çâiäñè ∠OO1K = 90◦ − 60◦ = 30◦ òà

∠OAC = ∠OAK = 1
2
∠OO1K = 15◦.

Òîäi ç ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà AOC çíàõî-
äèìî ∠AOC = 180◦ − 15◦ − 15◦ = 150◦. Â çà-
ëåæíîñòi âiä òîãî, íà ÿêié äóçi êîëà ω ëåæèòü
òî÷êà B, ìà¹ìî àáî ∠ABC = 1

2
∠AOC = 75◦,

àáî ∠ABC = 180◦ − 1
2
∠AOC = 105◦.

8.3. Âiäïîâiäü: Çà 201 ñåêóíäó.
I ñïîñiá. Ïðîñòåæèìî çà çìiíîþ ïiä ÷àñ ïåðåòâîðåíü âåëè÷èíè S = 3n − m, äå n �
êiëüêiñòü çîëîòèõ ìîíåò, à m � êiëüêiñòü ïàð ñóñiäíiõ çîëîòèõ ìîíåò ó äàíèé ìîìåíò
÷àñó. Ïðè ïåðåòâîðåííi îäíi¹¨ ìîíåòè ìîæëèâi òðè âèïàäêè.

1) Ïîðó÷ ç ìîíåòîþ, ÿêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ, íåìà¹ çîëîòèõ ìîíåò. Â öüîìó âèïàäêó
ïåðåòâîðåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà 3 ñåêóíäè, n çáiëüøó¹òüñÿ íà 1, à m íå çìiíþ¹òüñÿ.

2) Ïîðó÷ ç ìîíåòîþ, ÿêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ, ¹ îäíà çîëîòà ìîíåòà. Òîäi ïåðåòâîðåííÿ
âiäáóâà¹òüñÿ çà 2 ñåêóíäè, n çáiëüøó¹òüñÿ íà 1 òà m çáiëüøó¹òüñÿ íà 1.

3) Ïîðó÷ ç ìîíåòîþ, ÿêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ, ¹ äâi çîëîòi ìîíåòè. Òîäi ïåðåòâîðåííÿ
âiäáóâà¹òüñÿ çà 1 ñåêóíäó, n çáiëüøó¹òüñÿ íà 1 òà m çáiëüøó¹òüñÿ íà 2.

Òàêèì ÷èíîì, ïiä ÷àñ ïåðåòâîðåííÿ êîæíî¨ ìîíåòè âåëè÷èíà S çàâæäè çáiëüøó-
¹òüñÿ íà êiëüêiñòü ñåêóíä, íåîáõiäíó äëÿ ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ ðÿäó çi 100
ñðiáíèõ ìîíåò S = 0, à äëÿ ðÿäó çi 100 çîëîòèõ ìîíåò S = 3 · 100− 99 = 201, òî íà âñi
ïåðåòâîðåííÿ âèòðà÷à¹òüñÿ 201 ñåêóíäà ïðè áóäü-ÿêié ïîñëiäîâíîñòi ïåðåòâîðåíü.
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II ñïîñiá. Ïîêàæåìî iíäóêöi¹þ çà n, ùî íåçàëåæíî âiä ïîñëiäîâíîñòi äié ÷àðiâíèêà
ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó ç n ñðiáíèõ ìîíåò â çîëîòi âiäáóâà¹òüñÿ ðiâíî çà 2n + 1 ñåêóíäó.
Ïðè n = 1 öå î÷åâèäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ âñiõ n < k, òà
âñòàíîâèìî éîãî äëÿ n = k. Ðîçãëÿíåìî ìîíåòó, ÿêó ÷àðiâíèê ïåðåòâîðèòü îñòàííüîþ.
ßêùî öå îäíà ç äâîõ êðàéíiõ ìîíåò, òî ÷àðiâíèê ñïî÷àòêó ïåðåòâîðþ¹ íà çîëîòî ðÿä
ç k − 1 ìîíåò, âèòðà÷àþ÷è íà öå çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ 2k − 1 ñåêóíäó, à ïîòiì
çà 2 ñåêóíäè ïåðåòâîðþ¹ îñòàííþ ìîíåòó, òîáòî óñi ïåðåòâîðåííÿ âiäáóâàþòüñÿ çà
(2k−1)+2 = 2k+1 ñåêóíäó. ßêùî æ îñòàííÿ ìîíåòà íå ¹ êðàéíüîþ, òî çëiâà òà ñïðàâà
âiä íå¨ çíàõîäÿòüñÿ i òà j ìîíåò, äå i + j = k − 1. Ó öüîìó âèïàäêó íà ïåðåòâîðåííÿ
ðÿäiâ ç i òà j ìîíåò ÷àðiâíèê âèòðà÷à¹ 2i + 1 òà 2j + 1 ñåêóíä âiäïîâiäíî, à ïîòiì
çà 1 ñåêóíäó ïåðåòâîðþ¹ îñòàííþ ìîíåòó, òîáòî ïåðåòâîðåííÿ òåæ âiäáóâàþòüñÿ çà
(2i + 1) + (2j + 1) + 1 = 2(k − 1) + 3 = 2k + 1 ñåêóíäó, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. Ïðè
n = 100 äiñòà¹ìî âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ çàäà÷i.
III ñïîñiá. Ðîçãëÿíåìî ñìóãó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 201 êâàäðàòiâ, òà ïîêëàäåìî 100 ñði-
áíèõ ìîíåò ïî îäíié ó êîæåí äðóãèé êâàäðàò (äèâ. ðèñóíîê). Êîëè ÷àðiâíèê ïåðåòâî-
ðþ¹ äåÿêó ìîíåòó â çîëîòó, áóäåìî ôàðáóâàòè êâàäðàò, ó ÿêîìó âîíà çíàõîäèòüñÿ, òà
äâà ñóñiäíi êâàäðàòè (çà óìîâè, ùî ¨õ ùå íå çàôàðáîâàíî).

Çðîçóìiëî, ùî òîäi íà ïåðåòâîðåííÿ êîæíî¨ ìîíåòè ÷àðiâíèê âèòðà÷àòèìå ñòiëüêè
ñåêóíä, ñêiëüêè ìè ôàðáó¹ìî êâàäðàòiâ, à âñi ìîíåòè ñòàíóòü çîëîòèìè, êîëè áóäóòü
ïîôàðáîâàíi âñi êâàäðàòè. Òîìó íà öå çíàäîáèòüñÿ ðiâíî 201 ñåêóíäà.
8.4. Âiäïîâiäü: a, b, c � äîâiëüíà ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 2, 3, òà 7.
Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëà a, b òà c ïîïàðíî ðiçíi. Ñïðàâäi, ÿêùî, íàïðèêëàä, a = b > 1, òî
ac + 1 íå äiëèòüñÿ íà b. Íàäàëi âíàñëiäîê ñèìåòði¨ ìîæíà áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
ââàæàòè, ùî a < b < c.

Çà óìîâîþ äîáóòîê

(ab+ 1)(bc+ 1)(ac+ 1) = a2b2c2 + a2bc+ b2ac+ c2ab+ ab+ bc+ ac+ 1

ìà¹ äiëèòèñÿ íà abc, îòæå ab + bc + ac + 1 = kabc, äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Ðîçäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà abc, îòðèìà¹ìî

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

abc
= k.

Îñêiëüêè a, b, c ≥ 2, òî
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

abc
≤ 1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

8
< 2,

òîìó k = 1.
Ïðèïóñòèìî, ùî a > 2. Òîäi a ≥ 3, b ≥ 4, c ≥ 5 òà

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

abc
≤ 1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

3 · 4 · 5 < 1,
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ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, a = 2. Ïîâåðòàþ÷èñü äî ðiâíîñòi ab+bc+ac+1 = kabc, îòðèìó¹ìî
2(b+ c) + bc+ 1 = 2bc, àáî (b− 2)(c− 2) = 5. Îñêiëüêè b < c, òî b− 2 = 1 òà c− 2 = 5,
òîáòî b = 3, c = 7. Çàëèøèëîñü çðîáèòè ïåðåâiðêó.
8.5. Íåõàé ¹ n ó÷íiâ. Çàíóìåðó¹ìî ¨õ ó ïîðÿäêó çìåíøåííÿ çðîñòó òà äîâåäåìî òâåð-
äæåííÿ çàäà÷i äëÿ k-ãî çà çðîñòîì ó÷íÿ, äå 1 ≤ k ≤ n äîâiëüíå. Áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi k < n− 8, iíàêøå iñíó¹ íå áiëüøå 8 ó÷íiâ, íèæ÷èõ çà äàíîãî, òà òâåðäæå-
ííÿ ¹ î÷åâèäíèì. Ðîçãëÿíåìî k íàéâèùèõ ó÷íiâ. Çà óìîâîþ êîæåí ç íèõ ìà¹ ñòîÿòè
íà îäíîìó ç k + 8 ïåðøèõ ìiñöü ñïðàâà (áî ïðè âèøèêóâàííi çà çðîñòîì êîæåí ç íèõ
ìà¹ ñòàòè íà îäíå ç k ïåðøèõ ìiñöü ñïðàâà i çìiñòèòèñÿ íå áiëüøå, íiæ íà 8 ïîçèöié).
Îòæå, íà ïåðøèõ k + 8 ìiñöÿõ ñïðàâà ñòîÿòü k íàéâèùèõ òà ùå ðiâíî 8 ìåíøèõ çà
çðîñòîì ó÷íiâ. Çîêðåìà, k-èé çà çðîñòîì ó÷åíü ñòî¨òü íà îäíîìó ç ïåðøèõ k+8 ìiñöü
ñïðàâà, òà íà öèõ ìiñöÿõ ñòîÿòü ðiâíî 8 íèæ÷èõ çà íüîãî ó÷íiâ. Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâà
âiä íüîãî ñòîÿòü ùîíàéáiëüøå 8 ìåíøèõ çà çðîñòîì ó÷íiâ, ùî i âèìàãàëîñü äîâåñòè.

9-é êëàñ
9.2. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íà xyz > 0 òà ðîçêðè¹ìî äóæêè. Ïiñëÿ
çâåäåííÿ ïîäiáíèõ íåðiâíiñòü íàáóäå âèãëÿäó

1 + xy + yz + zx ≥ 9xyz + x+ y + z.

Äâi÷i âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi, îòðèìó¹ìî

(x+ y + z)(xy + yz + zx) ≥ 3 3
√
xyz · 3 3

√
x2y2z2 = 9xyz,

Âðàõîâóþ÷è, ùî x+ y + z ≤ 1, äiñòà¹ìî

1 + xy + yz + xz ≥ x+ y + z + (x+ y + z)(xy + yz + xz) ≥ x+ y + z + 9xyz,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
9.3. Âiäïîâiäü: Íi, íå îáîâ'ÿçêîâî.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê
ABC, ó ÿêîìó ∠BAC = 30◦, òà ïîêàæåìî, ùî ï'ÿ-
òèêóòíèê BDOEC ¹ âïèñàíèì. Ñïðàâäi, ∠BOC =
= 2∠BAC = 60◦, òîìó òðèêóòíèê BOC ðiâíîñòî-
ðîííié. Çâiäñè ∠BCO = ∠ADO = 60◦, à îòæå ÷îòè-
ðèêóòíèê BDOC âïèñàíèé. Àíàëîãi÷íî âïèñàíèì
¹ ÷îòèðèêóòíèê BOEC, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
Òàêèì ÷èíîì, óìîâó çàäà÷i çàäîâîëüíÿþòü óñi ãî-
ñòðîêóòíi òðèêóòíèêè ABC ç êóòîì ∠BAC = 30◦,
ñåðåä ÿêèõ, î÷åâèäíî, áåçëi÷ íåðiâíîáåäðåíèõ.
Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íåðiâíîáåäðå-
íèé òðèêóòíèê ABC çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i ðiâ-
íî ó äâîõ âèïàäêàõ: êîëè âií ¹ ãîñòðîêóòíèì, ïðè-
÷îìó ∠A = 30◦, òà êîëè îäèí ç êóòiâ ∠B àáî ∠C
òóïèé, ïðè÷îìó |∠B − ∠C| = 30◦.

6



9.5. Íåõàé ó øàõòi ïðàöþþòü N ãíîìiâ. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ iíäóêöi¹þ çà N. Áàçà
iíäóêöi¨ î÷åâèäíà. Ðîçãëÿíåìî íàéâèùèé ðiâåíü, íà ÿêîìó ¹ õî÷à á îäèí ãíîì. Çàóâà-
æèìî, ùî ãíîìè íiêîëè íå ïiäíiìàþòüñÿ âãîðó, òîìó íà æîäíîìó áiëüø âèñîêîìó ðiâíi
ãíîìiâ i íàäàëi íå áóäå. ßêùî íà íàéâèùîìó çàéíÿòîìó ðiâíi áiëüøå îäíîãî ãíîìà, òî
íàñòóïíîãî äíÿ òàì ñòàíå ðiâíî íà îäíîãî ãíîìà ìåíøå, à ÿêùî íà öüîìó ðiâíi îäèí
ãíîì, òî öåé ãíîì òàì i çàëèøèòüñÿ. Òîìó ùîíàéáiëüøå ÷åðåç N äíiâ íà íàéâèùîìó
ðiâíi áóäå ðiâíî îäèí ãíîì, ÿêèé çàëèøèòüñÿ òàì íàçàâæäè. Öå äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè
iíøèõ N − 1 ãíîìiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà áiëüø íèçüêèõ ðiâíÿõ, òà çàñòîñóâàòè äî íèõ
ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

10-é êëàñ
10.1. Âiäïîâiäü: Òàê, ìîæíà.
Âêàæåìî, ÿê ðîçòàøóâàòè íà ïëîùèíi 4N êië ç îäíàêîâèì äiàìåòðîì, äå N ≥ 4 (ó
íàøîìó âèïàäêó N = 503), òàêèì ÷èíîì, ùîá êîæíå êîëî äîòèêàëîñü ðiâíî äî òðüîõ
iíøèõ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçáèòè ïëîùèíó íàN êóòiâ âåëè÷èíîþ ϕ = 2π

N
òà âïèñàòè

ó êîæåí ç öèõ êóòiâ ôiãóðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 4 êië, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó.

10.3. Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íà xyz > 0 òà ðîçêðè¹ìî äóæêè. Ïiñëÿ
çâåäåííÿ ïîäiáíèõ íåðiâíiñòü, ÿêó ñëiä äîâåñòè, íàáóäå âèãëÿäó

1 + xy + yz + zx ≥ 9(
√
6− 2)xyz + x+ y + z.

Äâi÷i âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi, îòðèìó¹ìî

(x+ y + z)(xy + yz + zx) ≥ 3 3
√
xyz · 3 3

√
x2y2z2 = 9xyz.

Ïîêëàäåìî u = xy+yz+zx. Çà óìîâîþ x2+y2+z2+u ≤ 1, òîáòî (x+y+z)2 ≤ 1+u.
Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî çà íåðiâíiñòþ òðüîõ êâàäðàòiâ u = xy + yz + zx ≤ x2 + y2 + z2,
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à òîìó u ≤ 1
2
(x2 + y2 + z2 + u) ≤ 1

2
. Òîäi

9(
√
6− 2)xyz + x+ y + z ≤ (

√
6− 2)(x+ y + z)u+x+ y + z ≤

≤(
(
√
6− 2)u+ 1

)√
1 + u.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî çà óìîâè 0 < u ≤ 1
2
ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íå

ïåðåâèùó¹ 1 + u.
Ìà¹ìî

(
(
√
6− 2)u+ 1

)√
1 + u ≤ 1 + u,

(
(
√
6− 2)u+ 1

)2 ≤ 1 + u,

(10− 4
√
6)u2 + (2

√
6− 5)u ≤ 0,

2u2 − u ≤ 0.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïðè 0 < u ≤ 1
2
, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ.

10.5. Íåõàé ó øàõòi ïðàöþþòü N ãíîìiâ. Çðîçóìiëî, ùî âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ãíîìiâ
íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî êîæåí äåíü ïiñëÿ ïåðåìiùåíü, îïèñàíèõ â óìîâi çàäà÷i, óñi ãíîìè
áóäóòü îäíî÷àñíî ïiäíiìàòèñÿ íà îäèí ðiâåíü âãîðó. Òîìó íàäàëi äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî
ââàæàòè, ùî êîæåí äåíü â îäèí i òîé æå ÷àñ ç êîæíîãî ðiâíÿ, íà ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ
n ≥ 2 ãíîìiâ, îäèí ãíîì îïóñêà¹òüñÿ íà n− 1 ðiâíiâ âíèç òà n− 1 ãíîìiâ ïiäíiìàþòüñÿ
íà îäèí ðiâåíü âãîðó, à ÿêùî ãíîì íà ðiâíi ëèøå îäèí, òî âií òàì i çàëèøà¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî íàéâèùèé ðiâåíü, çàéíÿòèé ãíîìàìè â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó (íàçâåìî
öåé ðiâåíü íóëüîâèì). Çàíóìåðó¹ìî ðiâíi âãîðó âiä íóëüîâîãî ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . òà âíèç
âiä íóëüîâîãî ÷èñëàìè −1,−2,−3, . . . Ïîêàæåìî iíäóêöi¹þ çà k ≥ 0, ùî íà ðiâíÿõ ç
íîìåðàìè k òà áiëüøå ìîæóòü îïèíèòèñÿ ùîíàéáiëüøå N − k ãíîìiâ. Ïðè k = 0 öå
î÷åâèäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ k = i, òà ïåðåâiðèìî éîãî ïðè
k = i+1. Íåõàé â äåÿêèé äåíü íà ðiâíÿõ ç íîìåðàìè i+1 òà áiëüøå âïåðøå îïèíèëèñü
ïðèíàéìíi N − i ãíîìiâ. Çðîçóìiëî, ùî íàïåðåäîäíi âñi öi ãíîìè ïåðåáóâàëè íà ðiâíÿõ
ç íîìåðàìè i òà áiëüøå, ïðè÷îìó äåÿêi ç íèõ (ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü òàêèõ ãíîìiâ l)
ïåðåéøëè ç ðiâíÿ i íà ðiâåíü i+1. Àëå öå îçíà÷à¹, ùî íàïåðåäîäíi íà ðiâíi i áóëî l+1
ãíîìiâ, à âñüîãî íà ðiâíÿõ ç íîìåðàìè i òà áiëüøå áóëî ïðèíàéìíi N − i+1 ãíîìiâ, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ iíäóêöi¨. Îòæå, òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. Çîêðåìà, íà ðiâíÿõ ç
íîìåðàìè N òà áiëüøå íå ìîæå îïèíèòèñÿ æîäåí ãíîì.

Ðîçãëÿíåìî ñóìó N íîìåðiâ ðiâíiâ, íà ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ ãíîìè. Öÿ ñóìà íå çìi-
íþ¹òüñÿ ïðè ïåðåìiùåííÿõ ãíîìiâ, áî çìåíøåííÿ îäíîãî ç äîäàíêiâ íà n − 1 çàâæäè
ñóïðîâîäæó¹òüñÿ çáiëüøåííÿì n − 1 äîäàíêiâ íà 1. Ïîçíà÷èìî öþ ñóìó S. Îñêiëüêè
çà äîâåäåíèì âñi äîäàíêè â öié ñóìi íå ïåðåâèùóþòü N−1, òî æîäåí äîäàíîê íå ìîæå
áóòè ìåíøèì çà S−(N−1)2. Îòæå, íà ðiâíÿõ ç íîìåðàìè ìåíøèìè çà M = S−(N−1)2

òàêîæ íå ìîæå îïèíèòèñÿ æîäåí ãíîì.
Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî ñóìó N êâàäðàòiâ íîìåðiâ ðiâíiâ, íà ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ ãíîìè.

Íåõàé íà ðiâíi ç äåÿêèì íîìåðîì k çíàõîäÿòüñÿ n ≥ 2 ãíîìiâ. Êîëè n − 1 ç íèõ
ïåðåéäóòü íà ðiâåíü k+1, à îäèí � íà ðiâåíü k−n+1, ñóìà êâàäðàòiâ íîìåðiâ ðiâíiâ
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çáiëüøèòüñÿ çà ðàõóíîê öèõ ãíîìiâ íà
(n− 1)(k + 1)2 + (k − n+ 1)2 − nk2 = n2 − n ≥ 2.

Îòæå, ñóìà êâàäðàòiâ íîìåðiâ ðiâíiâ óñiõ ãíîìiâ ñòðîãî çðîñòà¹ äîòè, äîêè õî÷à á íà
îäíîìó ðiâíi ¹ ïðèíàéìíi äâà ãíîìà. Ïðîòå öÿ ñóìà, î÷åâèäíî, íå ìîæå ñòàòè áiëüøîþ
çà N ·max

(
(N − 1)2,M2

)
, òîìó ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó íà êîæíîìó ðiâíi áóäå

íå áiëüøå îäíîãî ãíîìà.
Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà

1. Âiäïîâiäü: 22 ñiðíèêàìè.
Íåõàé ñòîðîíè ïàðàëåëîãðàìà ìîæíà ïîêðèòè a òà b ñiðíèêàìè âiäïîâiäíî, a ≤ b.
Ñóìà êâàäðàòiâ äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ óñiõ éîãî ñòîðií,
òîìó 2a2 + 2b2 = 72 + 92 = 130, òîáòî a2 + b2 = 65. Íåñêëàäíèì ïåðåáîðîì çíàõîäèìî
¹äèíi ðîçâ'ÿçêè a = 4, b = 7 òà a = 1, b = 8, äðóãèé ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ âèðîäæåíîìó
ïàðàëåëîãðàìó. Îòæå, Äæîí ïîêðèâ ñòîðîíè ïàðàëåëîãðàìà 4 òà 7 ñiðíèêàìè, òîáòî
íà âñi ñòîðîíè âèòðàòèâ 22 ñiðíèêà.
2. Âiäïîâiäü: f(n) = n, n ≥ 1.
ßêùî f(m) = f(n), òî

3m = f(f(f(m))) + f(f(m)) + f(m) = f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n,

çâiäêè m = n. Îòæå, f ¹ ií'¹êöi¹þ. Äîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà n ≥ 1, ùî f(n) = n.
Ïðè n = 1 ìà¹ìî

f(f(f(1))) + f(f(1)) + f(1) = 3.

Îñêiëüêè f(1) ≥ 1, f(f(1)) ≥ 1 òà f(f(f(1))) ≥ 1, òî f(1) = f(f(1)) = f(f(f(1))) = 1.
Íåõàé k ≥ 2 òà âæå âñòàíîâëåíî, ùî f(n) = n äëÿ âñiõ n < k. Âíàñëiäîê ií'¹êòèâ-

íîñòi ôóíêöi¨ f ïðè âñiõ m ≥ k ìà¹ìî f(m) ≥ k. Çîêðåìà f(k) ≥ k, çâiäêè f(f(k)) ≥ k,
à îòæå i f(f(f(k))) ≥ k. Òîäi ïðè n = k ç ðiâíîñòi

f(f(f(k))) + f(f(k)) + f(k) = 3k

äiñòà¹ìî, ùî f(k) = f(f(k)) = f(f(f(k))) = k, ùî çàâåðøó¹ iíäóêöiéíèé ïåðåõiä.
Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f(n) = n çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.

3. I ñïîñiá. Íåõàé ïðÿìi PM òà AB ïåðåòèíàþòüñÿ â òî-
÷öi N. Ïîìiòèìî, ùî AN = AM (äèâ. ðèñóíîê). Çà òåî-
ðåìîþ Ìåíåëàÿ äëÿ òðèêóòíèêà AKC òà ïðÿìèõ MP ,
BL îäåðæó¹ìî

KN
AN

· AM
MC

· CP
PK

= 1 = CP
PK

· BK
BA

· AL
LC

,

çâiäêè KN
MC

= AL
AB

. Òîìó
MC
AB

= KN
AL

= MC+KN
AB+AL

= ML+CL+AK+AN
AK+BK+AM+ML

= 1,

òîáòî MC = AB.
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II ñïîñiá. Äîïîâíèìî òðèêóòíèê ABC äî ïàðàëåëî-
ãðàìà ABDC òà âiäêëàäåìî íà éîãî ñòîðîíàõ âiä-
ðiçêè BQ = CR = BK = CL (äèâ. ðèñóíîê). Òîäi
BKCR òà BLCQ ïàðàëåëîãðàìè, à îòæå BP ‖ CQ,
CP ‖ BR. Çâiäñè S4BPQ = S4BPC = S4RPC . Àëå
òîäi ó òðèêóòíèêàõ BPQ òà RPC ðiâíèìè ¹ âèñîòè,
ïðîâåäåíi äî ðiâíèõ ñòîðií BQ òà RC. Îòæå, òî÷êà
P ðiâíîâiääàëåíà âiä ñòîðií êóòà ∠BDC, òîáòî DP
� áiñåêòðèñà öüîãî êóòà. Áiñåêòðèñè êóòiâ ∠BAC òà
∠BDC ïàðàëåëüíi (àáî ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié), òî-
ìó ïðÿìi PD òà PM çáiãàþòüñÿ. Çâiäñè òðèêóòíèê
CDM ðiâíîáåäðåíèé (∠CDM = ∠CMD = 1

2
∠BDC)

òà CM = CD = AB.

4. Íåõàé ¹ n ãóðòêiâ A1, A2, . . . , An, ïðè÷îìó ãóðòîê Ai âiäâiäóþòü hi õëîï÷èêiâ òà di
äiâ÷àòîê, i = 1, 2, . . . , n. Íàçâåìî ïàðîþ õëîï÷èêà òà äiâ÷èíêó, ÿêi âiäâiäóþòü äåÿêèé
ãóðòîê. Òàêèì ÷èíîì, ãóðòêó Ai âiäïîâiäàþòü hidi ïàð. Îñêiëüêè áóäü-ÿêi äâà ó÷íi
ïðîòèëåæíî¨ ñòàòi âiäâiäóþòü õî÷à á îäèí ñïiëüíèé ãóðòîê, òî âîíè óòâîðþþòü õî÷à á
îäíó ïàðó. Òîìó

n∑
i=1

hidi ≥ 2012 ·2012. Àëå êîæåí ó÷åíü âiäâiäó¹ íå áiëüøå 100 ãóðòêiâ,
îòæå

n∑
i=1

hi ≤ 2012 · 100,
n∑

i=1

di ≤ 2012 · 100.

Ïðèïóñòèìî, ùî íå iñíó¹ ãóðòêà, ÿêèé âiäâiäóþòü ïðèíàéìíi 11 õëîï÷èêiâ òà 11
äiâ÷àòîê. Òîäi ïðè êîæíîìó i = 1, 2, . . . , n ìà¹ìî hi ≤ 10 àáî di ≤ 10, çâiäêè hidi ≤
10hi + 10di. Îòæå,

2012 · 2012 ≤
n∑

i=1

hidi ≤ 10
n∑

i=1

hi + 10
n∑

i=1

di ≤ 10 · 200 · 2012 = 2000 · 2012,

ñóïåðå÷íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, õî÷à á îäèí ãóðòîê âiäâiäóþòü ïðèíàéìíi 11 õëîï÷èêiâ
òà 11 äiâ÷àòîê.
5. Íåõàé (m+1)3−m3 = n2, òîäi íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî 3(2m+1)2 = (2n+1)(2n−1).
Îñêiëüêè ÷èñëà 2n+1 òà 2n−1 ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òî îäíå ç íèõ ¹ êâàäðàòîì íåïàðíî-
ãî ÷èñëà, à iíøå � ïîòðî¹íèì êâàäðàòîì. Àëå ðiçíèöÿ êóáiâ ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë çàâæäè íåïàðíà, òîìó n íåïàðíå, à 2n + 1 äà¹ îñòà÷ó 3 ïðè äiëåííi íà 4 òà íå
ìîæå áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì. Çâiäñè 2n − 1 ¹ êâàäðàòîì äåÿêîãî íåïàðíîãî ÷èñëà.
Ïîêëàäåìî 2n− 1 = (2t+ 1)2, òîäi n = 2t2 + 2t+ 1 = t2 + (t+ 1)2.
6. Âiäïîâiäü: (4, n), n ≥ 4, òà (5, n), n ≥ 5.
Ïðèêëàäè ãàðíèõ òàáëèöü 4× n i 5× n çîáðàæåíi íà ðèñóíêó. Äîâåäåìî, ùî íå iñíó¹
ãàðíèõ òàáëèöü 6 × 6. Çâiäñè âèïëèâàòèìå, ùî æîäíà òàáëèöÿ m × n, äå m ≥ 6 òà
n ≥ 6, íå ìîæå áóòè ãàðíîþ, áî iíàêøå ç öi¹¨ òàáëèöi ìîæíà áóëî á âèäiëèòè ãàðíó
òàáëèöþ 6× 6.
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0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0
1 1 1 1 1 1 . . . 1
0 0 0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0
1 1 1 1 1 1 . . . 1
0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0

Ïðèïóñòèìî, ùî â êîæíîìó êâàäðàòi 3×3 ãàðíî¨ òàáëèöi 6×6 ìiñòèòüñÿ a îäèíèöü,
äå 0 < a < 9, à â êîæíîìó êâàäðàòi 4 × 4 ìiñòèòüñÿ b îäèíèöü. Íàçâåìî êðàòíiñòþ
êëiòèíêè êiëüêiñòü êâàäðàòiâ 3 × 3, ÿêèì âîíà íàëåæèòü. Òàáëèöÿ 6 × 6 ìiñòèòü 16
ðiçíèõ êâàäðàòiâ 3 × 3, òîìó ñóìà êðàòíîñòåé óñiõ êëiòèíîê òàáëèöi, â ÿêèõ çàïèñàíi
îäèíèöi, äîðiâíþ¹ 16a. Ç iíøîãî áîêó, íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî êîæíà êëiòèíêà ìiñòè-
òüñÿ ó òàêié ñàìié êiëüêîñòi êâàäðàòiâ 4× 4, ÿê ¨¨ êðàòíiñòü. Òàáëèöÿ 6× 6 ìiñòèòü 9
ðiçíèõ êâàäðàòiâ 4 × 4, òîìó ñóìà êðàòíîñòåé âñiõ êëiòèíîê òàáëèöi, â ÿêèõ çàïèñàíi
îäèíèöi, äîðiâíþ¹ 9b = 16a. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a äiëèòüñÿ íà 9, ïðîòå 0 < a < 9,
ñóïåðå÷íiñòü.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ
1.1. Âiäïîâiäü: −1.
Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü òàêèì ÷èíîì: x

y
− y

x
= y − x. Çâiäñè x2−y2

xy
= y − x, à îñêiëüêè

x 6= y, òî x+y
xy

= −1.
1.2. Âiäïîâiäü: 9.
Íåõàé n = a1a2 . . . ak � òàêå ÷èñëî, ùî a1 < a2 < . . . < ak. Ïîäàìî ÷èñëî 9n ó âèãëÿäi
10n− n. Âèêîíàâøè âiäíiìàííÿ ó ñòîâï÷èê, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

9n = a1(a2 − a1)(a3 − a2) . . . (ak − 1− ak−1)(10− ak).

Ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ a1 + (a2 − a1) + . . .+ (ak − 1− ak−1) + (10− ak) = 9.
1.3. Âiäïîâiäü: 2.
Ìà¹ìî (4−a)2 = (b+c)2 = b2+2bc+c2 ≤ 2(b2+c2) = 2(6−a2). Îòæå, (4−a)2 ≤ 2(6−a2),
àáî 3a2 − 8a+ 4 ≤ 0, çâiäêè 2

3
≤ a ≤ 2. Çíà÷åííÿ a = 2 äîñÿãà¹òüñÿ ïðè b = c = 1.

1.4. Íåõàé K, D i F � ñåðåäèíè âiäðiçêiâ PQ, MQ
i AB âiäïîâiäíî. Òîäi CK = 1

2
PQ, KD = 1

2
MP,

DF = 1
2
QN. Çâiäñè

1
2
(PQ+MP +QN) = CK +KD +DF.

Îñêiëüêè CK +KD +DF ≥ CF = 1
2
AB, òî äiñòà-

¹ìî PQ+MP +QN ≥ AB.

2.1. Âiäïîâiäü: (0, 0).
Îñêiëüêè x2 + 1 ≥ 1, y2 + 1 ≥ 1, òî

√
x2 + 1 ≤ x2 + 1 òà

√
y2 + 1 ≤ y2 + 1. Äîäàþ÷è

öi íåðiâíîñòi, îäåðæó¹ìî
√
x2 + 1+

√
y2 + 1 ≤ x2 + y2 + 2. Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè îäíî÷àñíî
√
x2 + 1 = x2 + 1 òà

√
y2 + 1 = y2 + 1, òîáòî ïðè x = y = 0.

2.2. Âiäïîâiäü: 7 íóëiâ.
Ïîìiòèìî, ùî ïðèíàéìíi îäíå ç äàíèõ ÷èñåë íå äiëèòüñÿ íà 5. Äîáóòîê äâîõ iíøèõ
÷èñåë íå ìîæå äiëèòèñÿ íà 58. Ñïðàâäi, iíàêøå àáî îäíå ç íèõ áóëî á íå ìåíøèì çà
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55 = 3125, àáî ¨õ ñóìà áóëà á íå ìåíøîþ çà 54 + 54 = 1250. Òàêèì ÷èíîì, äîáóòîê abc
íå äiëèòüñÿ íà 58, à òîìó éîãî äåñÿòêîâèé çàïèñ çàêií÷ó¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå 7 íóëÿìè.
Ðiâíiñòü 625 + 125 + 128 = 878 ïîêàçó¹, ùî çàïèñ ÷èñëà abc ìîæå çàêií÷óâàòèñÿ 7
íóëÿìè.
2.3. Âiäïîâiäü: Íå ìîæíà.
Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòðiáíèé ãðàôiê ñêëàñòè ìîæíà. Âiçüìåìî äîâiëüíîãî ñîëäàòà. Òîäi
âñiõ iíøèõ ñîëäàòiâ ìîæíà ðîçáèòè íà ïàðè, ÿêi áóäóòü ÷åðãóâàòè ç îáðàíèì ñîëäàòîì,
à îòæå çàãàëüíà êiëüêiñòü ñîëäàòiâ ìà¹ áóòè íåïàðíîþ, ñóïåðå÷íiñòü.
2.4. Âiäïîâiäü: BM : MC = 2 : 1.
Íåõàé O � òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðà-
ìà ABCD, à E � ñåðåäèíà OD. Òîäi CO = 1

2
AC =

= AB = CD. Îòæå, òðèêóòíèê COD ðiâíîáåäðåíèé,
éîãî ìåäiàíà CE ¹ âèñîòîþ, çâiäêè OM ‖ CE. Òîìó
BM : MC = BO : OE = 2 : 1.

3.1. Âiäïîâiäü: Óñi ïðîñòi ÷èñëà p ≥ 13.
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ÷èñëà 2, 3, 5, 7, 11 íå ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó äâîõ ñêëàäåíèõ
÷èñåë. Áóäü-ÿêå ïðîñòå ÷èñëî p ≥ 13 ìîæíà çàïèñàòè ÿê p = (p − 9) + 9, ïðè÷îìó
p− 9 ≥ 4 ïàðíå, à îòæå ñêëàäåíå.
3.2. Íà ñòîðîíi AB âiäìiòèìî òî÷êó M òàê, ùî BM = BC,
AM = AD (äèâ. ðèñóíîê). Äîâåäåìî, ùî ∠CMD = 90◦. Ïîìi-
òèìî, ùî

∠BMC = 1
2
(180◦ − ∠B) = 90◦ − 1

2
∠B,

∠AMD = 1
2
(180◦ − ∠A) = 90◦ − 1

2
∠A.

Òîäi ∠CMD = 180◦ − (∠BMC + ∠AMD) = 1
2
(∠A+ ∠B) = 90◦.

Ïðÿìi, ùî ìiñòÿòü áiñåêòðèñè êóòiâ A i B, ¹ ñåðåäèííèìè ïåð-
ïåíäèêóëÿðàìè ñòîðií MD i MC ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà
CMD, à îòæå ïåðåòèíàþòüñÿ â öåíòði îïèñàíîãî êîëà öüîãî
òðèêóòíèêà � ñåðåäèíi ãiïîòåíóçè CD.

3.3. Âiäïîâiäü: (2, 1, 1).
Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî y < x, z < x. Çâiäñè y ≤ x − 1, z ≤ x − 1. Òîäi ç
äðóãîãî ðiâíÿííÿ äiñòà¹ìî x2 = 2(y+z) ≤ 2(x−1+x−1), òîáòî x2−4x+4 ≤ 0, çâiäêè
x = 2. Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíå çíà÷åííÿ x â äðóãå ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî y + z = 2.
Îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ïðè y = z = 1. Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òðiéêà (2, 1, 1)
çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè.
3.4. Âiäïîâiäü: Ìîæíà.
Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí Q(x) = P (x) − P (−x). Öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ ïðèíàéìíi 2012
êîðåíiâ, à éîãî ñòåïiíü íå ïåðåâèùó¹ 2011. Öå îçíà÷à¹, ùî Q(x) ≡ 0.
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